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Экстремальная тригонометрия. 1
Неравенство Коши в тригонометрии

1. (МГУ, ДВИ, 2015.8 ) Найдите все пары (α, β), при которых достигается минимум выражения

4− 3 sinα

2 + cos 2α
+

2 + cos 2α

β2 + β + 1
+
β2 + β + 1√

β + 1
+

√
β + 1

4− 3 sinα
.

α=
π
2+2πn(n∈Z),β=0

2. Докажите, что при x > 0 имеет место неравенство

2x+
3

8
> 4
√
x.

3. Докажите, что при x > 0 имеет место неравенство

2x+
1

x2
> 3.

4. (МГУ, ДВИ, 2018.8 ) Найдите все пары чисел x, y из промежутка
(
0, π

2

)
, при которых дости-

гается минимум выражения( √
3 sin y√

2 sin(x+ y)
+ 1

)(√
2 sinx

3 sin y
+ 1

)2(
sin(x+ y)

7
√
3 sinx

+ 1

)4

.

x=arccos
√
2 √
3,y=arccos

1√
3

5. («Росатом», 2021, 10.2 ) Решить неравенство√
(cos2 x+ 1,5 sinx) (3 cos2 x− 1,5 sinx) > 2 cos2 x.

x=(−1)
nπ

6+πn,n∈Z

6. («Росатом», 2023, 11.2 ) Решить уравнение(
sin4 5x+ 1

) (
sin4 3x+ 1

)
= 4 sin2 5x · sin2 3x.

x=
π
2+πt,t∈Z
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7. (ОММО, 2013.5 ) Решить систему:{
tg2 x+ ctg2 x = 2 sin2 y,

sin2 y + cos2 z = 1.

x=±
π
4+πk,y=

π
2+πm,z=

π
2+πn,k,m,n∈Z

8. (МГУ, ВМК, 2010 ) Решите уравнение

tg2
(
5x+ sin2 y

)
+

∣∣∣∣5x+ cos 2y

3
+

3

5x+ cos 2y

∣∣∣∣ = 4 cos2
7π

4
.

(2+2π
15;±

1
2arccos

7−2π
3+πn),(−4+2π

15;±
1
2arccos

2π−5
3+πn),n∈Z

9. («Покори Воробьёвы горы!», 2018, 10–11.3 ) Решите неравенство

1

3
tg2 x+ 3 ctg2 x 6 2 cos3 3x.

±
2π
3+2πn,n∈Z

10. («Покори Воробьёвы горы!», 2015.3 ) Решите систему tg2 π(x− y) + ctg2 π(x− y) =
√

2x

x2 + 1
+ 1,

x2 + y2 6 10.

(1,2n+5
4),n=−8,−7,...,3

11. Допустим, вы хотите доказать какое-то неравенство, используя неравенство Коши. Пусть
у вас есть две неотрицательные величины x и y, и вам надо получить оценку сверху на произ-
ведение xy. Вы можете начать так:

√
xy 6

x+ y

2
или так:

xy 6
x2 + y2

2
.

Как вы думаете, какая оценка лучше (точнее)?

12. (Олимпиада Эйлера, ЗЭ, 2016.7 ) Сумма неотрицательных чисел a, b, c и d равна 4. Дока-
жите, что

(ab+ cd)(ac+ bd)(ad+ bc) 6 8.

13. (Всеросс., 2009, РЭ, 11.3 ) Докажите, что x cosx 6
π2

16
при 0 6 x 6

π

2
.
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Дополнительные задачи

14. («Росатом», 2024, 10.2 ) Найдите все пары чисел (x; y) в прямоугольнике 0 6 x 6 2π,
0 6 y 6 1, для которых (

cos4 x+ 1
) (

cos4(xy) + 1
)
= 4 cos2 x cos2(xy).

1)(x;y)=(0;t),t∈[0;1],2)(x;y)=(π;0),(π;1),3)(x;y)=(2π;0),(2π;0,5),(2π;1)

15. («Покори Воробьёвы горы!», 2018, 10–11.5 ) Найдите наименьшее значение |x− y| при усло-
вии (

cos4 x+ 1
) (

4 cos4 y + 1
)
= 8 cos3 x cos2 y, x ∈ [π; 2π], y ∈

[
π

2
;
3π

2

]
.

3π
4

16. («Физтех», 2014, 11.6 ) Найдите все значения переменной x, при каждом из которых оба
выражения

f(x) = tg2
(
π sinx

4

)
+ ctg2

(
π sinx

4

)
и g(x) =

√
32 + 4x− x2 + 2x− 2

x− 1

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа
равны, то меньшим считается любое из них).
[−4;−π)∪(−π;0)∪(0;1)∪{π2,3π2,5π2,8}
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