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Экстремальная алгебра. 3
Неравенство КБШ и лемма Титу

1 Неравенство Коши — Буняковского — Шварца

Неравенство КБШ выражает простой факт: скалярное произведение векторов не превосходит
произведения их длин.

Неравенство КБШ для двух:(
a21 + a22

) (
b21 + b22

)
> (a1b1 + a2b2)

2 .

Неравенство КБШ для трех:(
a21 + a22 + a23

) (
b21 + b22 + b23

)
> (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2 .

1. Когда в неравенстве КБШ имеет место равенство?

2. Найдите наибольшее значение функции f(ϕ) = 3 cosϕ+ 4 sinϕ.

3. Для любых a, b, c ∈ R докажите, что

a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.

4. Для любых a, b, c ∈ R докажите, что

3
(
a2 + b2 + c2

)
> (a+ b+ c)2.

5. (МГУ, ДВИ, 233.6 ) Положительные числа a, b, c удовлетворяют соотношению

a2 + b2 + c2 = 1.

Найдите наибольшее возможное значение выражения ab+ bc
√
3.
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6. (Всеросс., 1997, ЗЭ, 9.1 ) Пусть P (x) — квадратный трёхчлен с неотрицательными коэффи-
циентами. Докажите, что для любых действительных чисел x и y справедливо неравенство

(P (xy))2 6 P
(
x2
)
P
(
y2
)
.

7. Для неотрицательных действительных чисел x, y, z докажите, что√
3x2 + xy +

√
3y2 + yz +

√
3z2 + zx 6 2(x+ y + z).
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8. (Неравенство Несбитта) С помощью неравенства КБШ докажите, что для любых положи-
тельных чисел a, b, c выполнено неравенство

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
>

3

2
.

2 Лемма Титу

Лемма Титу — простое следствие неравенства КБШ, поэтому ее иногда называют еще неравен-
ством КБШ для дробей.

Лемма Титу для двух (иксы — любые числа, игреки — положительные):

x2
1

y1
+

x2
2

y2
>

(x1 + x2)
2

y1 + y2
.

Лемма Титу для трех (иксы — любые числа, игреки — положительные):

x2
1

y1
+

x2
2

y2
+

x2
3

y3
>

(x1 + x2 + x3)
2

y1 + y2 + y3
.

9. Выведите лемму Титу для трех из неравенства КБШ.

10. Для любых a, b, c > 0 докажите, что

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
>

9

2(a+ b+ c)
.

11. Для любых a, b, c > 0 докажите, что

a

b
+

b

c
+

c

a
>

(a+ b+ c)2

ab+ bc+ ca
.

12. (МГУ, ДВИ, 251.6 ) Положительные действительные числа a1, a2, a3, b1, b2, b3 удовлетворяют
равенству

a1 + a2 + a3 = b1 + b2 + b3 = 3.

Найдите наименьшее возможное значение выражения

a21
a1 + b1

+
a22

a2 + b2
+

a23
a3 + b3

.
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13. (МГУ, ДВИ, 245.6 ) Числа a, b, c, d положительны и удовлетворяют соотношению

a+ b+ c+ d = 1.

Найдите наименьшее возможное значение выражения

a2

1− a
+

b2

1− b
+

c2

1− c
+

d2

1− d
.
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14. (Неравенство Несбитта) С помощью леммы Титу докажите, что для любых положитель-
ных чисел a, b, c выполнено неравенство

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
>

3

2
.

15. Для положительных действительных чисел a, b, c докажите, что

a

a+ 2b
+

b

b+ 2c
+

c

c+ 2a
> 1.

16. Для положительных действительных чисел a, b, c докажите, что(
a

a+ 2b

)2

+

(
b

b+ 2c

)2

+

(
c

c+ 2a

)2

>
1

3
.

17. Пусть a, b, c, d, e — положительные действительные числа, каждое из которых больше 1.
Докажите неравенство

a2

c− 1
+

b2

d− 1
+

c2

e− 1
+

d2

a− 1
+

e2

b− 1
> 20.

18. Для положительных действительных чисел a, b, c докажите, что

a2

(a+ b)(a+ c)
+

b2

(b+ a)(b+ c)
+

c2

(c+ a)(c+ b)
>

3

4
.

19. (IMO, 1995 ) Пусть a, b, c — положительные действительные числа, такие, что abc = 1.
Докажите, что

1

a3(b+ c)
+

1

b3(c+ a)
+

1

c3(a+ b)
>

3

2
.

20. Пусть a, b, c — положительные действительные числа, такие, что abc = 1. Докажите, что

a3

b+ c
+

b3

c+ a
+

c3

a+ b
>

3

2
.
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3 Дополнительные задачи

21. Исходя из очевидного неравенства

n∑
i=1

(aix− bi)
2 > 0,

выведите неравенство КБШ в общем случае:(
a21 + a22 + . . .+ a2n

) (
b21 + b22 + . . .+ b2n

)
> (a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)

2 .

22. Для любых положительных чисел a, b, c, d докажите неравенство

a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
> 2.

23. Запишите лемму Титу в общем случае и выведите ее из неравенства КБШ.

24. Для любых a1, a2, . . . , an > 0 докажите, что

a21
a2

+
a22
a3

+ . . .+
a2n
a1

> a1 + a2 + . . .+ an.

25. (IZhO, 2008 ) Докажите, что для любых положительных действительных чисел a, b, c таких,
что abc = 1, выполнено неравенство

1

(a+ b)b
+

1

(b+ c)c
+

1

(c+ a)a
>

3

2
.
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