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Экстремальная алгебра. 2
Неравенство Коши

Неравенством Коши в русскоязычной литературе часто называют неравенство между сред-
ним арифметическим и средним геометрическим:

a+ b

2
>
√
ab,

a+ b+ c

3
>

3
√
abc,

a+ b+ c+ d

4
>

4
√
abcd

и вообще
a1 + a2 + . . .+ an

n
> n
√
a1a2 . . . an.

Все числа, которые фигурируют в неравенстве Коши, предполагаются неотрицательными.
Равенство достигается в том единственном случае, когда все числа равны.

1 Непосредственное применение неравенства Коши

1. Для любых a, b, c > 0 докажите, что (a+ b)(b+ c)(c+ a) > 8abc.

2. (МГУ, ДВИ, 241.6 ) Числа a, b, c положительны и удовлетворяют соотношению a+ b+ c = 1.
Найдите наименьшее возможное значение выражения

1 + a

1− a
· 1 + b

1− b
· 1 + c

1− c
.

8

3. (Московская мат. регата, 2013, 10 ) Найдите наибольшее значение выражения

ab+ bc+ ac+ abc,

если a+ b+ c = 12 (a, b и c — неотрицательные числа).
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4. (МГУ, ДВИ, 255.6 ) Положительные действительные числа a, b, c удовлетворяют равенству

a2 + b2 + c2 = 12.

Найдите наибольшее возможное значение выражения
√
1 + a3 +

√
1 + b3 +

√
1 + c3.
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5. (МГУ, ДВИ, 246.6 ) Многочлен f(x) = x4 − 12x3 + ax2 + bx + 81 с действительными a и b
допускает разложение

f(x) = (x− c1)(x− c2)(x− c3)(x− c4)

с некоторыми положительными c1, c2, c3, c4. Найдите все возможные значения f(5).

16

6. (ММО, 2016, 10.3 ) Уравнение с целыми коэффициентами x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0 имеет
четыре положительных корня с учётом кратности. Найдите наименьшее возможное значение
коэффициента b при этих условиях.
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7. («Росатом», 2017, 11.1 ) Отрезок [2; 29] числовой оси разбит двумя точками a и b на три
отрезка, длины которых x, y и z соответственно. Найти наибольшее возможное значение выра-
жения log3 x+ log3 y + log3 z.

6

8. («Курчатов», 2022, 11.4 ) Положительные числа a, b, c, d больше 1. Найдите наименьшее
возможное значение выражения

loga
(
ab2
)
+ logb

(
b2c3

)
+ logc

(
c5d6

)
+ logd

(
d35a36

)
.
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2 Сумма взаимно-обратных величин

9. (Белорусская республиканская олимпиада, 1961, 10.6 ) Найти наименьшее значение выраже-
ния x+ 1

4x
при положительных значениях x.

1

10. Найдите наибольшее значение функции: а) f(x) = x
x2+1

; б) f(x) = 10x
3x2−7x+12

.

а)1/2;б)2

11. («Ломоносов», 2020, 9.4, 10.4 ) На графике функции y = x + 1
x
, где x > 0, найдите точку,

ближайшую к началу координат.

(1
4√
2
;
1+

√
2

4√
2)

12. («Формула Единства» / «Третье тысячелетие», 2018, 9.3, 10.2, 11.2 ) Найдите наимень-
шее возможное значение выражения(

xy

z
+

zx

y
+

yz

x

)(
x

yz
+

y

zx
+

z

xy

)
,

где x, y, z — ненулевые вещественные числа.
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13. (Неравенство Несбитта) Докажите, что для любых положительных чисел a, b, c выполнено
неравенство

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
>

3

2
.

14. (МГУ, ДВИ, 234.6 ) Найдите наименьшее возможное значение выражения

c− b

a+ 2b+ c
+

2b

a+ b+ 2c
− 4c

a+ b+ 3c

при положительных a, b, c.

6
√
2−9

3 Неравенства с радикалами

15. Докажите неравенство для неотрицательных значений переменных:√
(a+ c)(b+ d) >

√
ab+

√
cd.

16. (МГУ, ДВИ, 254.6 ) Положительные действительные числа a, b, c удовлетворяют равенству

a+ b+ c = 1.

Найдите наименьшее возможное значение выражения√
(1− a)(1− b) +

√
(1− b)(1− c) +

√
(1− c)(1− a)

1 +
√
ab+

√
bc+

√
ca

.

1

4 Коши плюс среднее квадратичное

17. (МГУ, ДВИ, 238.6 ) Действительные числа a, b, c удовлетворяют неравенствам 0 < a < 1,
0 < b < 1, 0 < c < 1. Найдите наибольшее возможное значение выражения

4
√
a(1− b) + 4

√
b(1− c) + 4

√
c(1− a).

3
√
2

2

18. («Надежда энергетики», 2017, 11.4 ) Про положительные числа a, b, c известно, что

a2 + b2 + c2 = 6abc.

Найдите наименьшее значение выражения a+ b+ c.

3
2

3



5 Расщепление слагаемых

19. Докажите неравенство для неотрицательных значений переменных:

4
√
ab3 6

a+ 3b

4
.

20. Докажите, что при x > 0 имеет место неравенство

3x+
2

9
> 3
√
x.

21. Докажите, что 3x4 − 8x3 + 16 > 0 при любом x.

22. (ММО, 2008, окружной тур, 10.5 ) Произведение положительных чисел x, y и z равно 1.
Докажите, что

(2 + x)(2 + y)(2 + z) > 27.

23. («Покори Воробьёвы горы!», 2025, 9.4 ) При каких положительных значениях a и b дости-
гается наибольшее значение выражения

ab

(1 + a)(a+ b)(b+ 8)
?

6 Дополнительные задачи

24. («Покори Воробьёвы горы!», 2022, 10.3 ) Найдите количество натуральных делителей наи-
большего целого значения выражения

xyz + xy + yz + zx+ 2023,

если сумма неотрицательных чисел x, y и z равна 2022.

70

25. (Всеросс., 1995, ОЭ, 9.1 ) Докажите, что для любых положительных чисел x и y справедливо
неравенство

x

x4 + y2
+

y

y4 + x2
6

1

xy
.

26. (Московская мат. регата, 2015, 9 ) Докажите, что для положительных значений a, b, c
выполняется неравенство

a+ b

a2 + b2
+

b+ c

b2 + c2
+

c+ a

c2 + a2
6

1

a
+

1

b
+

1

c
.

4



27. (Московская мат. регата, 2018, 9 ) Положительные числа x, y, z таковы, что xyz = 1.
Докажите, что

x

y + z
+

y

z + x
+

z

x+ y
6

1

2

(
x
√
x+ y

√
y + z

√
z
)
.

28. Докажите неравенство для x > 0:

2
12√x + 2

4√x > 21+
6√x.

29. (ОММО, 2012.10 ) Посылка должна быть упакована в
ящик в форме прямоугольного параллелепипеда и перевязана
один раз вдоль и два раза поперек (см. рисунок). Можно ли
отправить посылку объема 37 дм3, имея 3,6 м веревки (толщи-
ной стенок ящика и уходящей на узлы веревкой пренебречь)?

30. («Формула Единства» / «Третье тысячелетие», 2017, 10.2 ) Найдите все такие пары дей-
ствительных чисел x и y, для которых

25x
4−y2 + 25y

4−x2

=
2√
5
.

(−1√
2
;−

1√
2);(−1√

2
;

1√
2);(1√

2
;−

1√
2);(1√

2
;

1√
2)

31. (САММАТ, 2022, 8.1 ) Пусть y — действительное число, отличное от нуля. Известно, что
x1, x2 — корни уравнения x2 + x

y
− y2

2
= 0. Докажите, что x4

1 + x4
2 > 2 +

√
2.

32. (Московская мат. регата, 2017, 9 ) График линейной функции y = kx+k+1, где k > 0, пе-
ресекает оси координат в точках A и B. Какова наименьшая возможная площадь треугольника
ABO (O — начало координат)?

2

33. («Ломоносов», 2021, 9.5 ) Найдите наименьшее значение функции f(x) = x + 1
x
+ x

x2+1
при

x > 0.

5/2

34. («Ломоносов», 2024, 9.3, 10.5 ) Найдите минимальное значение выражения

2bc− 2a2 + 2a

2a
+

2ca− 2b2 + 2b

2b
+

2ab− 2c2 + 2c

2c
, a, b, c > 0.

3

35. (САММАТ, 2022, 10.7 ) Найти минимальное значение выражения

x4 − 3x2 + 4− 5

x2 + 1
+

1

(x2 + 1)2
.

5



36. Для любых положительных чисел a, b, c, d докажите неравенство

a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
> 2.

37. («Шаг в будущее», 2016, 10.7 ) Решить неравенство:

2√
x+ x2

+
2
√
x

1 + x2
+

2x2

√
x+ 1

> 3.

x∈[0;∞)

38. («Шаг в будущее», 2021, 10.2 ) Число p таково, что неравенство

4a

3b+ 4c
+

6b

4c+ 2a
+

8c

2a+ 3b
> p

выполняется для всех положительных чисел a, b, c. Найдите наибольшее значение p.

3

39. Докажите, что при x > 0 имеет место неравенство

2x+
3

8
> 4
√
x.

40. Докажите, что при x > 0 имеет место неравенство

2x+
1

x2
> 3.
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