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Экстремальная алгебра. 1
Квадратичные неравенства

1 Трюки с полными квадратами

1. (Открытая олимпиада ИТМО, 2017, 11.2 ) Найдите наименьшее значение выражения

x2 + 4x sin y − 4 cos2 y.

−4

2. (МГУ, ДВИ, 237.6 ) Действительные числа a, b, c удовлетворяют соотношению

abc = (a− 1)(b− 1)(c− 1).

Найдите наименьшее возможное значение выражения a2 + b2 + c2.
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3. (МГУ, ДВИ, 256.6 ) Положительные действительные числа a, b, c удовлетворяют равенству

a+ b+ c = 3.

Найдите наибольшее возможное значение выражения

(1 + a)2

a+ 1
b

+
(1 + b)2

b+ 1
c

+
(1 + c)2

c+ 1
a

.

6

4. («Миссия выполнима. Твоё призвание — финансист!», 2019, 11.1 ) Найдите такую пару
чисел (x, y), при которых выражение

x2 + y2 + 5− xy − 2x− 2y

принимает наименьшее возможное значение.

(2,2)

5. (Всеросс., 2015, РЭ, 9.7 ) Числа a, b, c и d таковы, что a2 + b2 + c2 + d2 = 4. Докажите, что

(2 + a)(2 + b) > cd.
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6. (Всеросс., 1993, ОЭ, 9.1 ) Докажите, что для любых действительных чисел a и b справедливо
неравенство

a2 + ab+ b2 > 3(a+ b− 1).

7. (МГУ, ДВИ, 231.6 ) Положительные числа a, b, c удовлетворяют соотношению

1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
= 1.

Найдите наибольшее возможное значение выражения

a

2 + a2
+

b

2 + b2
+

c

2 + c2
.
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8. (Турнир городов, 1989, 7–8.1 ) Положительные числа a, b, c таковы, что

a > b > c и a+ b+ c 6 1.

Докажите, что a2 + 3b2 + 5c2 6 1.

2 Первое замечательное неравенство

9. Докажите, что при любых a, b, c имеет место неравенство

a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.

10. (Турнир им. Ломоносова, 1988 ) Докажите неравенство

x1x2 + x2x3 + . . .+ x1987x1988 + x1988x1 6 x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
1988.

11. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11.3 ) Координаты точки удовлетворяют соотношению
xy + yz + zx = 4. На каком расстоянии от плоскости z = −3 может лежать эта точка, если
известно, что расстояние от этой точки до начала координат равно двум?

9±2
√
3

3

12. Докажите, что при любых a, b, c имеет место неравенство между средним арифметическим
и средним квадратичным:

a+ b+ c

3
6

√
a2 + b2 + c2

3
.

13. (Белорусская республиканская олимпиада, 1967, 9.4 ) Доказать неравенство

abc2 + bca2 + cab2 6 a4 + b4 + c4.
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3 Второе замечательное неравенство

14. Докажите, что при любых a, b, c имеет место неравенство

(a+ b+ c)2 > 3(ab+ bc+ ca).

15. (Открытая олимпиада, 2021, 9.6 ) Положительные числа x, y, z таковы, что

xy + yz + xz = 12.

Найдите наименьшее возможное значение x+ y + z.

6

16. (МГУ, ДВИ, 236.6 ) Положительные числа a, b, c удовлетворяют соотношению

a
√
bc+ b

√
ca+ c

√
ab = 1.

Найдите наименьшее возможное значение выражения a+ b+ c.

√
3

17. (Всеросс., 1996, РЭ, 10.1 ) Докажите, что если a, b, c — положительные числа и

ab+ bc+ ca > a+ b+ c,

то a+ b+ c > 3.

18. (ММО, 2002, 10.2 ) Про положительные числа a, b, c известно, что

1

a
+

1

b
+

1

c
> a+ b+ c.

Докажите, что a+ b+ c > 3abc.

19. (Московская мат. регата, 2011, 10 ) Докажите, что если x, y, z > 0 и x2 + y2 + z2 = 1, то

xy

z
+

yz

x
+

zx

y
>
√
3,

и укажите, в каком случае достигается равенство.

4 Дополнительные задачи

20. (МЦНМО, 2005, 7 ) При каких значениях a и b выражение

p = 2a2 − 8ab+ 17b2 − 16a− 4b+ 2044

принимает наименьшее значение? Чему равно это значение?

1976
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21. Докажите, что при любых a, b, c имеет место неравенство

a2

4
+ b2 + c2 > ab− ac+ 2bc.

22. Докажите, что при любых a, b, c, d имеет место неравенство между средним арифметиче-
ским и средним квадратичным:

a+ b+ c+ d

4
6

√
a2 + b2 + c2 + d2

4
.

23. Для любых чисел a, b, c докажите неравенство

a2b2 + b2c2 + c2a2 > abc(a+ b+ c).

24. Для неотрицательных чисел a, b, c докажите неравенство

ab+ bc+ ca > a
√
bc+ b

√
ca+ c

√
ab.

25. Для любых чисел a, b, c докажите неравенство

(ab+ bc+ ca)2 > 3abc(a+ b+ c).

26. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство

1

a
+

1

b
+

1

c
>

1√
ab

+
1√
bc

+
1√
ca

.

27. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство

ab

c
+

bc

a
+

ca

b
> a+ b+ c.

28. Докажите, что для любых чисел a, b, c, не равных нулю, выполнено неравенство(
a

b
+

b

c
+

c

a

)2

> 3

(
a

c
+

c

b
+

b

a

)
.

29. Докажите, что если x+ y + z = 6, то x2 + y2 + z2 > 12.

30. (Московская мат. регата, 2013, 9 ) Докажите, что если a, b, c > 0 и ab + bc + ca > 12, то
a+ b+ c > 6.
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31. Докажите неравенство для неотрицательных значений переменных:(√
x+
√
y
)8

> 64xy(x+ y)2.

32. Докажите неравенство для любых значений переменных:

a2 + b2 + c2 + d2 + e2 > a(b+ c+ d+ e).

33. Докажите, что x2 + y2 + 1 > xy + x+ y при любых x и y.

34. (Турнир им. Ломоносова, 2019 ) Сумма нескольких положительных чисел равна единице.
Докажите, что среди них найдётся число, не меньшее суммы квадратов всех чисел.

35. (Турнир городов, 1989, 9–10.1 ) Положительные числа a, b, c, d таковы, что a > b > c > d и
a+ b+ c+ d > 1. Докажите, что a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2 > 1.

36. (Турнир городов, 1995, 10–11.4 ) Докажите, что для любых положительных чисел a1, . . . , an
справедливо неравенство(

1 +
a21
a2

)(
1 +

a22
a3

)
. . .

(
1 +

a2n
a1

)
> (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an).

37. (Всеросс., 1997, ЗЭ, 9.1 ) Пусть P (x) — квадратный трёхчлен с неотрицательными коэф-
фициентами. Докажите, что для любых действительных чисел x и y справедливо неравенство

(P (xy))2 6 P
(
x2
)
P
(
y2
)
.
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