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Открытая олимпиада школьников по математике
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1. Антон, Боря и Вася вместе загадали натуральное число.
— Последняя цифра этого числа 7, — сказал Антон.
— Это число даёт остаток 5 при делении на 12, — сказал Боря.
— Это число даёт остаток 3 при делении на 15, — сказал Вася.
Какое наибольшее число мальчиков могли сказать правду?

Двое

2. В четырехугольнике ABCD известно, что

CB = CD, ∠CAB = ∠CAD, AD = 17, AB = 25.

Точка P на отрезке AB такова, что ∠CPA = 90◦. Найдите длину отрезка BP .

4

3. Равнобокая трапеция ABCD (BC ‖ AD) такова, что 2BC = AD. Пусть M,N — середи-
ны AB,BC соответственно. Точка P на отрезке AD такова, что ∠BPA = 90◦. Известно, что
∠BAD = 57◦, найдите угол MPN .
66◦

4. В Волшебной Стране 100 городов, некоторые из которых соединены дорогами (каждая дорога
соединяет между собой два города). Оказалось, что из любого города в любой можно проехать,
использовав не более 10 дорог.

Докажите, что можно закрыть часть дорог на ремонт так, чтобы из любого города в любой
можно было бы проехать единственным образом, причём использовав не более 20 дорог.

5. На доске написано квадратное уравнение вида

ax2 + bx+ c = 0,

корнями которого являются числа 2 и 7. За одну операцию с написанным на доске уравнением
можно сделать одно из перечисленного ниже.

• умножить или разделить все коэффициенты на ненулевое число;

• заменить число c на c+ 2b+ 2a, а b на b+ 2a;

• поменять знак у числа b.

Можно ли при помощи нескольких таких операций получить из исходного уравнения новое
квадратное уравнение, корнями которого будут числа 4 и −5?

Нельзя
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6. В жёлобе в каком-то порядке лежат 50 красных и 65 синих шариков. За одну операцию
можно заменить два соседних шарика одного цвета на один шарик другого цвета. (Новый
шарик кладётся на место двух старых, остальные под действием силы тяжести сдвигаются так,
что пустых мест между шариками не остаётся).

После выполнения нескольких таких операций оказалось, что больше ни одну такую опера-
цию применить нельзя.

Докажите, что красных и синих шариков поровну.

7. В клетчатой таблице 4 × 5 расставлены натуральные числа от 1 до 20, каждое по одному
разу. Для каждых двух соседних клеток посчитали модуль разности записанных в них чисел.
Затем вычислили сумму полученных модулей (которых оказалось 31).

При какой расстановке чисел в таблице полученная сумма будет наименьшей и почему?
Саму сумму считать не обязательно. Если оптимальных расстановок несколько, достаточно

привести только одну (с доказательством оптимальности).

Существуетмножествотакихрасстановок

8. Найдите все натуральные числа (a, b, c), для которых

(a− 2)(b− 2)(c− 2)

делится на abc− 1.

Одноизчиселравно2,остальные2любые
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