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Предисловие
Алгебраические уравнения и неравенства каждый год встречаются на олимпиадах «Физтех»,
«Покори Воробьёвы горы!», «Ломоносов», «Высшая проба», ОММО (Объединённой межвузов-
ской математической олимпиаде) и некоторых других. Цель настоящего пособия — изложить
основные методы решения алгебраических уравнений и неравенств.

Предполагается, что читатель умеет решать квадратные уравнения и владеет методом ин-
тервалов для решения рациональных неравенств. В остальном пособие доступно любому школь-
нику начиная с 8 класса.

В пособии содержатся задачи трёх типов.

1. Олимпиадные задачи. Они публикуются с указанием названия олимпиады, года проведе-
ния её заключительного этапа и классов, в которых задача предлагалась (в случае, когда
олимпиада проводилась только в 11 классе, указание класса отсутствует). Пособие содер-
жит почти все1 алгебраические уравнения и неравенства, встречавшиеся на олимпиадах
«Покори Воробьёвы горы!» (с 2010 года), «Ломоносов», «Физтех», «Высшая проба» и
ОММО по 2016 год включительно, а также отдельные задачи Московской математиче-
ской олимпиады (ММО) и Всероссийской олимпиады школьников по математике.

2. Задачи вступительных экзаменов в МФТИ и МГУ. Решение этих задач — необходи-
мый элемент подготовки олимпиадника. Читатель не раз увидит, как идея, встретивша-
яся когда-то на вступительном экзамене, всплывает в несколько ином обличье на недав-
ней олимпиаде (и это, разумеется, касается не только алгебраических уравнений и нера-
венств). Вот почему при подготовке к очередным олимпиадам так важно решать старые
экзаменационные задачи.

Кроме того, тренироваться решать задачи прежних вступительных экзаменов должен
любой школьник, желающий получить высокий результат на нынешнем ДВИ (дополни-
тельном вступительном испытании) по математике в МГУ.

Экзаменационные задачи публикуются с указанием факультета (МГУ) и года проведения
экзамена. Источники задач — пособия [1]–[4].

3. Тренировочные задачи. Они публикуются без дополнительных указаний и либо составлены
автором, либо являются общеизвестной классикой из задачников [5]–[7].

Список литературы
[1] М.И.Шабунин (ред.) Методическое пособие по математике. М.: Физматкнига, 2015.

[2] В.В.Ткачук. Математика — абитуриенту. М.: МЦНМО, 2012.

[3] И.Н.Сергеев. Математика. Задачи с ответами и решениями. М.: КДУ, 2005.

[4] Справочник для поступающих в МГУ. М.: МГУ, 1998–2011.

[5] И.Ф.Шарыгин. Решение задач. М.: Просвещение, 1994.

[6] М.И.Сканави (ред.) Сборник задач для поступающих в вузы. М.: Оникс, 2011.

[7] М.Л. Галицкий и др. Сборник задач по алгебре для 8–9 классов. М.: Просвещение, 1997.

1Как правило, исключены задачи параллельных вариантов, идентичные по содержанию данной задаче.
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1 Квадратные уравнения
Теория, связанная с квадратными уравнениями, исчерпывающе изложена в школьных учебни-
ках. Здесь мы напомним лишь основные факты.

Квадратное уравнение — это уравнение вида

ax2 + bx+ c = 0, a 6= 0. (1)

Числа a, b и c называются коэффициентами уравнения (1). Выражение ax2 + bx + c назы-
вается квадратным трёхчленом.

1.1 Формула корней

Дискриминант уравнения (1) есть величина D = b2 − 4ac. В зависимости от значения дискри-
минанта возможны три случая.

1. D < 0. Тогда уравнение (1) не имеет корней.

2. D = 0. Тогда уравнение (1) имеет единственный корень

x = − b

2a
. (2)

3. D > 0. Тогда уравнение (1) имеет два различных корня:

x =
−b±

√
D

2a
. (3)

Легко видеть, что формула (2) является частным случаем формулы (3) при D = 0.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Определите, сколько существует различных
значений a, при которых уравнение(

1− a2
)
x2 + ax+ 1 = 0

имеет единственное решение.

Решение. Эта простая задача отборочного тура содержит маленький подвох: надо не забыть
рассмотреть отдельно значения a = ±1, при которых уравнение окажется не квадратным, а
линейным. Так, при a = 1 уравнение принимает вид x + 1 = 0 и имеет единственный корень
x = −1; аналогично, при a = −1 уравнение имеет единственный корень x = 1.

Если же a 6= ±1, то наше уравнение — квадратное с дискриминантом

D = a2 − 4(1− a2) = 5a2 − 4.

Корень будет единственным в том и только в том случае, если D = 0, то есть при a = ±2/
√
5.

Всего, стало быть, получается четыре значения a.

Ответ: Четыре.

Задача. (ОММО, 2013 ) При каких значениях параметра a уравнение 2x4+9ax+7a2 = 0 имеет
хотя бы один целый корень?

Решение. Ключевая идея здесь состоит в том, чтобы поменять ролями буквы x и a: пере-
менную x сделать параметром, а параметр a — переменной. Тогда уравнение получается квад-
ратным относительно a, и вопрос формулируется так: определить, при каких целых значениях
параметра x уравнение

7a2 + 9ax+ 2x4 = 0 (4)
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имеет корни, и найти эти корни. Вычисляем дискриминант:

D = 81x2 − 4 · 7 · 2x4 = x2
(
81− 56x2

)
.

Как видим, дискриминант неотрицателен лишь при трёх целочисленных значениях x, рав-
ных 0 и ±1. Если x = 0, то уравнение (4) даёт a = 0. Если x = 1, то получаем уравнение
7a2 + 9a + 2 = 0, откуда a = −1 или a = −2/7. Наконец, если x = −1, то уравнение (4)
принимает вид 7a2 − 9a+ 2 = 0, откуда a = 1 или a = 2/7.

Ответ: 0; ±1; ±2
7
.

1.2 Теорема Виета

Корни квадратного уравнения связаны с его коэффициентами простыми соотношениями.

Теорема Виета. Пусть квадратное уравнение ax2+bx+c = 0 имеет (возможно, совпадающие)
корни x1 и x2. Тогда справедливы формулы Виета:

x1 + x2 = −
b

a
, x1x2 =

c

a
. (5)

Обратно, пусть числа a, b, c, x1 и x2 связаны соотношениями (5). Тогда x1 и x2 — корни квад-
ратного уравнения ax2 + bx+ c = 0.

Задача. («Физтех», 2014, 9–11 ) При каком значении параметра a значение выражения x21+x22
будет наименьшим, если x1 и x2 — корни уравнения x2 − 2ax+ 2a− 5 = 0?

Решение. Заметим, что дискриминант

D/4 = a2 − 2a+ 5 = (a− 1)2 + 4

положителен при всех значениях a. Значит, при любом a наше уравнение имеет два различных
корня x1 и x2. Имеем:

x21 + x22 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = (2a)2 − 2(2a− 5) = 4a2 − 4a+ 10 = (2a− 1)2 + 9.

Полученное выражение не меньше 9; оно равно 9 только при a = 1/2.

Ответ: a = 1/2.

Задача. (МГУ, мехмат, 2007 ) Графики двух функций

f(x) = 2x2 + 2x− 3 и g(x) = −3x2 − 2x+ 1

пересекаются в двух точках. Найдите коэффициенты a и b в уравнении прямой y = ax + b,
проходящей через те же точки.

Решение. Абсциссы точек пересечения удовлетворяют уравнению f(x) = g(x), то есть

2x2 + 2x− 3 = −3x2 − 2x+ 1 ⇔ 5x2 + 4x− 4 = 0. (6)

Дискриминант квадратного уравнения (6) положителен, поэтому оно имеет два различных кор-
ня x1 и x2 (что, собственно, и сказано в условии). Оба они иррациональны, и вычисление ко-
ординат точек пересечения с последующим нахождением уравнения прямой, проходящей через
эти точки, приведёт к громоздким вычислениям.

Будем действовать по-другому. В силу теоремы Виета

x1 + x2 = −
4

5
, x1x2 = −

4

5
.
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Теперь учтём, что через точки пересечения, имеющие координаты (x1, f(x1)) и (x2, f(x2)),
проходит прямая y = ax+ b: {

2x21 + 2x1 − 3 = ax1 + b,

2x22 + 2x2 − 3 = ax2 + b.
(7)

Вычтем из первого уравнения системы (7) второе:

2(x1 − x2)(x1 + x2) + 2(x1 − x2) = a(x1 − x2);

сокращая полученное равенство на ненулевое число x1 − x2, получим

a = 2(x1 + x2) + 2 = 2 ·
(
−4

5

)
+ 2 =

2

5
.

Подставим найденное значение a в систему (7) и сложим уравнения друг с другом:

2
(
x21 + x22

)
+ 2(x1 + x2)− 6 =

2

5
(x1 + x2) + 2b,

откуда

b = x21 + x22 +
4

5
(x1 + x2)− 3 =

= (x1 + x2)
2 − 2x1x2 +

4

5
(x1 + x2)− 3 =

16

25
− 2 ·

(
−4

5

)
− 16

25
− 3 = −7

5
.

Ответ: a = 2
5
, b = −7

5
.

Задача. («Высшая проба», 2014, 10 ) Пусть x1, x2, x3, x4 — различные корни уравнения

x4 − 2121x2 + 121 = 0,

идущие в порядке возрастания, т. е. x1 < x2 < x3 < x4. Найдите значение выражения

−(11 + x1)(11 + x3)

(1 + x2)(1 + x4)
.

Решение. Заменой t = x2 уравнение приводится к квадратному:

t2 − 2121t+ 121 = 0 (8)

Дискриминант уравнения (8) положителен, поэтому оно имеет два различных корня t1 и t2.
Из равенств t1 + t2 = 2121, t1t2 = 121 следует, что оба этих корня положительны. Пусть для
определённости t1 < t2. Тогда

x1 = −
√
t2 , x2 = −

√
t1 , x3 =

√
t1 , x4 =

√
t2 .

Заметим, что
x1x3 = x2x4 = −

√
t1t2 = −11.

Кроме того, обозначим
k =
√
t2 −
√
t1 = x2 + x4 = −(x1 + x3).

Теперь имеем:

−(11 + x1)(11 + x3)

(1 + x2)(1 + x4)
= −121 + 11(x1 + x3) + x1x3

1 + x2 + x4 + x2x4
= −121− 11k − 11

1 + k − 11
=

11k − 110

k − 10
= 11.

Ответ: 11.
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Задачи

1. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Определите, сколько существует различных зна-
чений a, при которых уравнение (

a2 − 5
)
x2 − 2ax+ 1 = 0

имеет единственное решение.

Два

2. («Ломоносов», 2015, 10–11 ) Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение

(a− 6)x2 + 8x− 4

x− 2
= 0

имеет ровно один корень. В ответе укажите сумму всех таких значений a.

11

3. («Ломоносов», 2014, 10–11 ) Найдите сумму всех таких целых значений a, принадлежащих
отрезку [−2012; 2013], при которых уравнение

(a− 1)x2 − 2(1− a)x+ a− 5

a+ 4
= 0

имеет хотя бы одно решение.

2021

4. (МГУ, геологич. ф-т, 1997 ) Сколько решений имеет уравнение
√
5
(
x2 + 2

)
− 2x

√
7 =

4
√
21
(
x2 − 2

)
− 2x

√
3 ?

Одно

5. («Ломоносов», 2012, 9 ) Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравне-
ния

x2 + ax+ 2012 = 0 и x2 + 2012x+ a = 0

имеют хотя бы один общий корень.

2012,−2013

6. (ОММО, 2013 ) При каких значениях параметра a уравнение 2x4 − 7ax+ 5a2 = 0 имеет хотя
бы один целый корень?

0;±1;±
2
5

7. («Физтех», 2013, 9 ) Пусть x1 и x2 — корни уравнения x2− 2x− 6 = 0. Найдите x21x2 + x1x
2
2.

−12
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8. («Физтех», 2013, 9–11 ) Пусть x1 и x2 — корни уравнения 2x2 − 7x + 1 = 0. Известно, что
уравнение x2 + px+ q = 0 имеет корни x1/x22 и x2/x21. Найдите p.

−150,5

9. («Покори Воробьёвы горы!», 2015, 9 ) Найдите q, при котором уравнение

x2 + x+ q = 0

имеет два различных действительных корня x1 и x2, удовлетворяющих соотношению

x41 + 2x1x
2
2 − x2 = 19.

−3

10. (МГУ, геологич. ф-т, 1999 ) Известно, что x1, x2 — корни уравнения

2x2 +
(
1− 3

√
2
)
x−

√
3 + 2

√
2 = 0.

Найти значение A = x1 + 3x1x2 + x2 и выяснить, какое из чисел больше: A или −1,999.

A=−2<−1,999

11. (МГУ, филологич. ф-т, 2005 ) Найдите площадь круга, описанного около прямоугольного
треугольника, катеты которого являются корнями уравнения x2 − 4x+ 2 = 0.
3π

12. (МГУ, географич. ф-т, 2002 ) Найти два различных корня x1,2 уравнения

x2 − 6px+ q = 0,

если p, x1, x2, q — геометрическая прогрессия.

x1=−3,x2=9илиx1=2,x2=4

13. (МГУ, социологич. ф-т, 2001 ) Найдите все значения a, при которых уравнение

ax2 + (2a+ 2)x+ a+ 3 = 0

имеет два корня и расстояние между ними больше 1.

(−2−2
√
2;0)∪(0;−2+2

√
2)

14. («Ломоносов», 2014, 10–11 ) Найдите наименьшее значение a, при котором сумма квадратов
корней уравнения x2 + 3ax+ a2 = 0 равна 2,52.

−0,6

15. («Физтех», 2014, 9–11 ) При каком значении параметра a значение выражения x21+x22 будет
наименьшим, если x1 и x2 — корни уравнения x2 + 4ax+ 4a− 3 = 0?

0,25
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16. («Ломоносов», 2014, 9 ) Найдите все значения a, при которых сумма модулей корней урав-
нения x(x+ a− 1) = a2 равна 2.

1,−
3
5

17. («Ломоносов», 2014, 10–11 ) Найдите все значения a, при каждом из которых сумма модулей
корней квадратного трёхчлена x2 + 2ax+ 4a равна 3.

−
1
2

18. («Покори Воробьёвы горы!», 2015, 10–11 ) Найдите все значения a, при каждом из которых
уравнение

x2 + (2 + a)x− 6a2 + 11a = 3

имеет два корня x1 и x2, удовлетворяющие неравенству
2x1
x2

+
x2
2x1

6 2.

(−∞;
1
3)∪{5

8,1}∪(32;+∞)

19. («Ломоносов», 2015, 8–9 ) График квадратичной функции f(x) = x2 + 2px− p2 + 7p− 2015
пересекает координатные оси в трёх точках A, B и C. Найдите значение p, при котором произ-
ведение длин отрезков OA ·OB ·OC будет наименьшим.

7
2

20. (МГУ, мехмат, 2007 ) Графики двух функций f(x) = 2x2 − 2x− 1 и g(x) = −5x2 + 2x + 3
пересекаются в двух точках. Найдите коэффициенты a и b в уравнении прямой y = ax + b,
проходящей через те же точки.

a=−
6
7,b=

1
7

21. (Турнир им. Ломоносова, 2003 ) Известно, что корни уравнения x2 + px + q = 0 — целые
числа, а p и q –– простые числа. Найдите p и q.

p=3,q=2

22. (Турнир им. Ломоносова, 2008 ) Существуют ли такие три числа, что если их поставить
в одном порядке в качестве коэффициентов квадратного трёхчлена, то он имеет два положи-
тельных корня, а если в другом – два отрицательных?

Нет

23. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 9 ) Изобразите на координатной плоскости множество
таких точек (p, q), что уравнение x2 + px + q = 0 имеет два корня, один из которых больше 2,
а другой — меньше 0.

9



24. («Высшая проба», 2014, 9 ) Пусть x1, x2, x3, x4 — различные корни уравнения

x4 − 22013x2 + 49 = 0,

идущие в порядке возрастания, т. е. x1 < x2 < x3 < x4. Найдите значение выражения

−(7 + x1)(7 + x3)

(1 + x2)(1 + x4)
.

7

25. («Высшая проба», 2014, 9 ) Даны два уравнения:

x6 + px3 + q = 0 и x2 + 5x− 102013 = 0.

Известно, что оба корня второго уравнения являются также корнями первого. Найти последние
три цифры в десятичной записи числа p. (Если p не целое, найдите три цифры перед запятой.)

125

26. (ММО, 2004, 8 ) У квадратного уравнения x2+px+q = 0 коэффициенты p и q увеличили на
единицу. Эту операцию повторили четыре раза. Приведите пример такого исходного уравнения,
что у каждого из пяти полученных уравнений корни были бы целыми числами.

Возьмитеуравнениескорнем−1ивторымцелымкорнем

27. (ММО, 2004, 9 ) У квадратного уравнения x2 + px+ q = 0 коэффициенты p и q увеличили
на единицу. Эту операцию повторили девять раз. Могло ли оказаться, что у каждого из десяти
полученных уравнений корни — целые числа?

Да

28. (ММО, 2005, 9 ) Дискриминанты трёх приведённых квадратных трёхчленов равны 1, 4 и 9.
Докажите, что можно выбрать по одному корню каждого из них так, чтобы их сумма равнялась
сумме оставшихся корней.

29. (ММО, 2007, 9 ) На параболе y = x2 выбраны четыре точки A, B, C, D так, что прямые
AB и CD пересекаются на оси ординат. Найдите абсциссу точки D, если абсциссы точек A, B
и C равны a, b и c соответственно.

ab/c

30. (ММО, 2006, окружной тур, 10 ) Даны квадратные трёхчлены f и g с одинаковыми стар-
шими коэффициентами. Известно, что сумма четырёх корней этих трёхчленов равна p. Найдите
сумму корней трёхчлена f + g, если известно, что он имеет два корня.

p/2

31. (ММО, 2006, 10 ) Один из двух приведённых квадратных трёхчленов имеет два корня,
меньших тысячи, другой — два корня, больших тысячи. Может ли сумма этих трёхчленов
иметь один корень, меньший тысячи, а другой — больший тысячи?

Нет
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32. (ММО, 2012, 10 ) Алёша написал на доске 5 целых чисел — коэффициенты и корни квад-
ратного трёхчлена. Боря стёр одно из них. Остались числа 2, 3, 4, −5 в каком-то порядке.
Восстановите стёртое число и докажите, что было написано именно оно.

−30

33. (ММО, 2014, 10 ) Квадратный трёхчлен f(x) = ax2 + bx + c принимает в точках 1/a и c
значения разных знаков. Докажите, что корни трёхчлена f(x) имеют разные знаки.

34. (Всеросс., 1996, окружной этап, 9 ) Найдите все пары квадратных трёхчленов x2 + ax+ b,
x2 + cx+ d такие, что a и b — корни второго трёхчлена, c и d — корни первого.

x2+ax,x2−ax(a—любое);x2+x−2,x2+x−2

35. (Всеросс., 2014, II этап, 9 ) На рисунке изображён график функции y = x2+ax+b. Известно,
что прямая AB перпендикулярна прямой y = x. Найдите длину отрезка OC.

X

Y

OA

B

C

1

36. (Всеросс., 2015, II этап, 9 ) Про коэффициенты a, b, c и d двух квадратных трёхчленов
x2 + bx+ c и x2 + ax+ d известно, что 0 < a < b < c < d. Могут ли эти трёхчлены иметь общий
корень?

Нет

37. (Всеросс., 1998, финал, 9 ) Угол, образованный лучами y = x и y = 2x при x > 0, высекает
на параболе y = x2 + px + q две дуги. Эти дуги спроектированы на ось 0x. Докажите, что
проекция левой дуги на 1 короче проекции правой.

38. (Всеросс., 2015, финал, 9 ) Числа a и b таковы, что каждый из двух квадратных трёхчленов
x2 + ax+ b и x2 + bx+ a имеет по два различных корня, а произведение этих трёхчленов имеет
ровно три различных корня. Найдите все возможные значения суммы этих трёх корней.

0

39. (Всеросс., 2012, II этап, 10 ) Прямая пересекает график функции y = x2 в точках с абсцис-
сами x1 и x2, а ось абсцисс — в точке с абсциссой x3. Докажите, что 1

x1
+ 1

x2
= 1

x3
.
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40. (Всеросс., 2014, II этап, 10 ) Корни квадратного трёхчлена f(x) = x2 + ax + b равны
m1 и m2, а корни квадратного трёхчлена g(x) = x2 + px + q равны k1 и k2. Докажите, что
f(k1) + f(k2) + g(m1) + g(m2) > 0.

41. (Всеросс., 2015, III этап, 10 ) Коэффициенты a, b, c квадратного трёхчлена f(x) = ax2+bx+c
— натуральные числа, сумма которых равна 2000. Паша может изменить любой коэффициент
на 1, заплатив 1 рубль. Докажите, что он может получить квадратный трёхчлен, имеющий
хотя бы один целый корень, заплатив не более 1050 рублей.

42. (Всеросс., 2013, финал, 9–10 ) Даны различные действительные числа a, b, c. Докажите,
что хотя бы два из уравнений

(x− a)(x− b) = x− c, (x− b)(x− c) = x− a, (x− c)(x− a) = x− b

имеют решение.

43. (Всеросс., 2010, II этап, 11 ) При каких значениях c числа sinα и cosα могут являться
корнями квадратного уравнения 5x2 − 3x+ c = 0 (α — некоторый угол)?

Приc=−8/5

44. (Всеросс., 2014, II этап, 11 ) Для квадратного трехчлена f(x) и некоторых действительных
чисел l, t и v выполнены равенства: f(l) = t+ v, f(t) = l+ v, f(v) = l+ t. Докажите, что среди
чисел l, t и v есть равные.

45. (Всеросс., 2015, III этап, 11 ) Квадратный трёхчлен f(x) имеет два различных корня.
Оказалось, что для любых чисел a и b верно неравенство

f
(
a2 + b2

)
> f(2ab).

Докажите, что хотя бы один из корней этого трёхчлена — отрицательный.
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2 Уравнения высших порядков
Если вам попалось уравнение третьей степени и выше, то следует искать искусственный приём,
приспособленный для решения именно этого уравнения. Таким приёмом может быть, например,
удачная группировка с последующим разложением на множители или выявление устойчивых
выражений с соответствующей заменой переменной.

2.1 Непосредственная группировка

В простейших случаях многочлен удаётся разложить на множители, удачно группируя друг с
другом слагаемые.

Задача. Решить уравнение 2x3 − 3x2 − 8x+ 12 = 0.

Решение. Имеем:

x2(2x− 3)− 4(2x− 3) = 0 ⇔ (2x− 3)(x2 − 4) = 0 ⇔ (2x− 3)(x− 2)(x+ 2) = 0.

Ответ: 3/2, ±2.

Задача. Решить уравнение x3 − 3x2 − 6x+ 8 = 0.

Решение. Группируем первое слагаемое с четвёртым, а второе — с третьим:

(x3 + 8)− (3x2 + 6x) = 0 ⇔ (x+ 2)(x2 − 2x+ 4)− 3x(x+ 2) = 0 ⇔ (x+ 2)(x2 − 5x+ 4) = 0.

Ответ: −2, 1, 4.

Задача. (МГУ, социологич. ф-т, 2004 ) Решите уравнение

x3 + 9x2 + 18x− 2(x2 + 9x)− 36√
x+ 3

= 0.

Решение. Если поддаться искушению раскрыть скобки и привести подобные слагаемые (тем
более что сократится 18x), то в возникшем кубическом уравнении придётся подбирать корень с
целью разложить левую часть на множители. Данная процедура описана в следующем пункте и
не представляет здесь никаких сложностей, однако необходимости в ней сейчас нет. Дело в том,
что несколько вычурная запись условия содержит подсказку, как именно надо группировать
слагаемые. Имеем:

x3 + 9x2 + 18x− 2(x2 + 9x)− 36 = x(x2 + 9x)− 2(x2 + 9x) + 18x− 36 =

= (x2 + 9x)(x− 2) + 18(x− 2) = (x− 2)(x2 + 9x+ 18) = (x− 2)(x+ 3)(x+ 6).

Наше уравнение, таким образом, равносильно системе{
(x− 2)(x+ 3)(x+ 6) = 0,

x+ 3 > 0,

решением которой служит x = 2.

Ответ: 2.
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2.2 Подбор корня

Если p(x) — многочлен, и x0 — корень уравнения p(x) = 0, то имеет место разложение на
множители2:

p(x) = (x− x0)q(x), (9)

где q(x) — также некоторый многочлен (степень которого, как легко видеть, на единицу меньше
степени многочлена p(x)). Зная корень x0, мы получаем разложение (9) путём последовательной
группировки слагаемых.

Задача. Решить уравнение x3 − 9x2 + 26x− 24 = 0.

Решение. Нетрудно видеть, что непосредственная группировка ничего хорошего не даёт. Од-
нако можно убедиться прямым вычислением, что x = 2 — корень данного уравнения, и поэтому
левая часть должна иметь вид (x− 2)q(x). Значит, нам нужно последовательно выделять сла-
гаемые, дающие множитель x− 2:

x3 − 9x2 + 26x− 24 = x3 − 2x2 − 7x2 + 14x+ 12x− 24 = x2(x− 2)− 7(x− 2) + 12(x− 2).

Теперь наше уравнение приобретает вид

(x− 2)(x2 − 7x+ 12) = 0

и легко решается.

Ответ: 2, 3, 4.

Всё это замечательно, но как подобрать корень? Никакой общей процедуры, к сожалению,
не существует. Тем не менее, в важном частном случае уравнения с целыми коэффициентами
имеет место следующее утверждение.

Теорема. Если уравнение

xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . .+ an−1x+ an = 0 (10)

с целыми коэффициентами a1, a2, . . . , an имеет целочисленный корень x0, то x0 является дели-
телем свободного члена an.

Доказательство. Поскольку x0 — корень данного уравнения, имеет место равенство

xn0 + a1x
n−1
0 + a2x

n−2
0 + . . .+ an−1x0 + an = 0.

Отсюда
an = −xn0 − a1xn−10 − a2xn−20 − . . .− an−1x0.

Как видим, an делится на x0. Теорема доказана.

Вернёмся к уравнению x3−9x2+26x−24 = 0, рассмотренному выше. Делителями свободного
члена −24 служат числа ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±8, ±12 и ±24. Все корни данного уравнения (а
именно, 2, 3 и 4) являются целыми числами и находятся среди указанных делителей.

Поэтому, пытаясь решить уравнение (10), мы ищем его корень среди делителей свободного
члена (поочерёдно подставляя эти делители в уравнение). Если нам повезёт и один из делителей
в самом деле окажется корнем, то мы разложим левую часть (10) на множители и упростим
задачу3.

2Это следствие теоремы Безу, которая гласит, что остаток от деления многочлена p(x) на x−x0 равен p(x0);
значит, если x0 — корень многочлена p(x), то указанный остаток равен нулю.

3Но может случиться и так, что ни один делитель не подойдёт. Тогда уравнение (10) не имеет целочисленных
корней, и придётся искать другие способы решить его. Такие ситуации будут рассмотрены в следующем разделе
«Замена переменной в уравнениях».
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Задача. («Ломоносов», 2011, 11 ) При каких значениях a, b и c множество действительных
корней уравнения

x5 + 2x4 + ax2 + b = cx (11)

состоит в точности из чисел −1 и 1?

Решение. Число x = 1 является корнем уравнения (11) в том и только в том случае, если
выполнено равенство

3 + a+ b = c. (12)

Аналогично, x = −1 является корнем уравнения (11) тогда и только тогда, когда выполнено
равенство

1 + a+ b = −c. (13)

Вычитая из равенства (12) равенство (13), получим c = 1. Тогда любое из этих равенств
приводит к соотношению b = −a− 2. В итоге уравнение (11) принимает вид

x5 + 2x4 + ax2 − x− a− 2 = 0. (14)

Как мы уже знаем, уравнение (14) имеет корни ±1, поэтому выделяем множитель x2 − 1:

x5 + 2x4 + ax2 − x− a− 2 =

= (x5 − x3) + (x3 − x) + (2x4 − 2x2) + (2x2 − 2) + (ax2 − a) = (x2 − 1)(x3 + 2x2 + x+ a+ 2).

Таким образом, уравнение (14) имеет вид

(x2 − 1)(x3 + 2x2 + x+ a+ 2) = 0.

Множество корней данного уравнения состоит из чисел ±1 и корней уравнения

x3 + 2x2 + x+ a+ 2 = 0. (15)

При любом a уравнение (15) имеет хотя бы один корень, поскольку функция y = x3+2x2+x+a+2
является непрерывной, принимает отрицательные значения при x → −∞ и положительные —
при x → +∞, и, стало быть при некотором x обращается в нуль. Нам нужно, чтобы корни
уравнения (15) не отличались от ±1.

Если x = 1 является корнем уравнения (15), то выполнено

4 + a+ 2 = 0 ⇔ a = −6.

Это необходимое условие на параметр a; проверим его достаточность. Подставляем a = −6 в
уравнение (15):

x3 + 2x2 + x− 4 = 0 ⇔ (x− 1)(x2 + 3x+ 4) = 0.

Квадратный трёхчлен x2+3x+4 не имеет корней, так что x = 1 — единственный корень уравне-
ния (15). Следовательно, в случае a = −6 (и соответственно b = 4, c = 1) корни уравнения (11)
в самом деле образуют множество {−1, 1}.

Если же x = −1 является корнем уравнения (15), то выполнено

a+ 2 = 0 ⇔ a = −2.

При таком a уравнение (15) принимает вид

x3 + 2x2 + x = 0

и имеет корень x = 0 (который соответственно является корнем исходного уравнения (11)).
Поэтому значение a = −2 нам не подходит.

15



Ответ: a = −6, b = 4, c = 1.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Найдите все значения параметра a, при
каждом из которых среди решений уравнения(

a4 + 2014a3 + 2014a2 + 2014a+ 2013
)
x = a3 + 3a2 − 6a− 8 (16)

есть неотрицательные числа.

Решение. Многочлен a4+2014a3+2014a2+2014a+2013 имеет корень a = −1 и раскладывается
на множители:

a4 + 2014a3 + 2014a2 + 2014a+ 2013 = (a+ 1)
(
a3 + 2013a2 + a+ 2013

)
.

Кубический многочлен в скобках раскладывается на множители непосредственной группиров-
кой:

a3 + 2013a2 + a+ 2013 =
(
a2 + 1

)
(a+ 2013).

Аналогично раскладывается на множители и правая часть уравнения (16):

a3 + 3a2 − 6a− 8 =
(
a3 − 8

)
+ 3a(a− 2) = (a− 2)

(
a2 + 5a+ 4

)
= (a− 2)(a+ 1)(a+ 4).

Таким образом, уравнение (16) эквивалентно уравнению

(a+ 1)
(
a2 + 1

)
(a+ 2013)x = (a− 2)(a+ 1)(a+ 4). (17)

Если a = −1, то уравнение (17) принимает вид 0·x = 0. Решением такого уравнения является
любое число (в частности, неотрицательное). Поэтому значение a = −1 годится.

Если a = −2013, то уравнение (17) принимает вид 0 ·x = −2015 ·2012 ·2009. Такое уравнение
не имеет корней. Значит, данное значение a не подходит.

Если a 6= −1 и a 6= −2013, то уравнение (17) имеет единственное решение

x =
(a− 2)(a+ 4)

(a2 + 1) (a+ 2013)
.

Остаётся найти все те значения a, при которых выполнено неравенство

(a− 2)(a+ 4)

(a2 + 1) (a+ 2013)
> 0.

Это легко делается методом интервалов.

Ответ: (−2013;−4] ∪ {−1} ∪ [2; +∞).

Теорема о целочисленном корне, сформулированная выше, относится к уравнению, в кото-
ром коэффициент при старшей степени x равен 1. А как быть в общем случае? Имеется соот-
ветствующее обобщение данной теоремы, но на практике можно обойтись и без него, просто
умножая уравнение на подходящее число и вводя новую переменную.

Задача. Решить уравнение 2x3 − 3x2 − 5x+ 3 = 0.

Решение. Умножим уравнение на 4 (чтобы первое слагаемое стало точным кубом):

8x3 − 12x2 − 20x+ 12 = 0,

после чего введём новую переменную t = 2x:

t3 − 3t2 − 10t+ 12 = 0.
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Непосредственно убеждаемся, что t = 1 — корень данного уравнения, и последовательно груп-
пируем:

t3 − 3t2 − 10t+ 12 = t3 − t2 − 2t2 + 2t− 12t+ 12 =

= t2(t− 1)− 2t(t− 1)− 12(t− 1) = (t− 1)(t2 − 2t− 12).

Отсюда получаем два других корня: t = 1 ±
√
13, и остаётся лишь найти соответствующие

значения x.

Ответ: 1
2
, 1±

√
13

2
.

2.3 Формулы Виета для кубического уравнения

Предположим, что кубическое уравнение

ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (18)

имеет три корня x1, x2 и x3. Тогда многочлен в левой части уравнения раскладывается на
множители:

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x− x1)(x− x2)(x− x3).

Раскроем в этом равенстве скобки и приведём подобные слагаемые:

ax3 + bx2 + cx+ d = ax3 − a(x1 + x2 + x3)x
2 + a(x1x2 + x1x3 + x2x3)x− ax1x2x3. (19)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем:
x1 + x2 + x3 = −

b

a
,

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
c

a
,

x1x2x3 = −
d

a
.

(20)

Соотношения (20) называются формулами Виета для кубического уравнения (18).

Задача. (МГУ, социологич. ф-т, 2003 ) Определите все значения параметра a, при каждом из
которых три различных корня уравнения

x3 + (a2 − 15a)x2 + 12ax− 216 = 0 (21)

образуют геометрическую прогрессию. Найдите эти корни.

Решение. Запишем формулы Виета для уравнения (21):
x1 + x2 + x3 = 15a− a2,
x1x2 + x1x3 + x2x3 = 12a,

x1x2x3 = 216.

(22)

Числа x1, x2 и x3 (в указанном порядке) образуют геометрическую прогрессию тогда и
только тогда, когда выполнено равенство x22 = x1x3. В таком случае из третьего уравнения
системы (22) находим x32 = 216, то есть x2 = 6, и тогда x1x3 = 36. Подставляя это в первые два
уравнения (22), получим: {

x1 + x2 = 15a− a2 − 6,

6(x1 + x2) = 12a− 36,
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откуда
15a− a2 − 6 = 2a− 6 ⇔ a2 − 13a = 0 ⇔ a = 0 или a = 13.

Мы получили необходимое условие на параметр a: именно, предположив, что корни образу-
ют геометрическую прогрессию, мы пришли к выводу, что a может принимать лишь значения
0 или 13 (и никакие другие). Но пока не факт, что оба полученных значения годятся, и теперь
надо проверить достаточность: при каком из этих значений a имеются три различных корня,
образующих геометрическую прогрессию.

Если a = 0, то уравнение (21) принимает вид x3−216 = 0; это уравнение имеет единственный
корень x = 6. Поэтому значение a = 0 не годится.

Если a = 13, то уравнение (21) принимает вид

x3 − 26x2 + 156x− 216 = 0.

Знание корня x = 6 облегчает разложение на множители:

0 = (x3 − 216)− (26x2 − 156) = (x− 6)(x2 + 6x+ 36)− 26(x− 6) =

= (x− 6)(x2 − 20x+ 36) = (x− 6)(x− 2)(x− 18).

Как видим, уравнение имеет три различных корня 2, 6 и 18, которые образуют геометриче-
скую прогрессию. Следовательно, значение a = 13 нам подходит.

Ответ: a = 13; корни 2, 6, 18.

Задачи

1. Решите уравнение:

а) x3 + 3x2 − 5x− 15 = 0; б) x4 − 2x3 − 3x+ 6 = 0;

в) x3 + 6x2 − 12x− 8 = 0; г) x3 + 7x2 + 21x+ 27 = 0.

а)−3,±
√
5;б)2,

3√
3;в)2,−4±2

√
3;г)−3

2. Решите уравнение:

а) 2x4 + 3x3 + 16x+ 24 = 0; б) 24x4 + 16x3 − 3x− 2 = 0;

в) 8x3 − 6x2 + 3x− 1 = 0; г) 27x3 − 15x2 + 5x− 1 = 0.

а)−2,−
3
2;б)−

2
3,

1
2;в)

1
2;г)

1
3

3. («Физтех», 2016, 9 ) Найдите значение выражения a
b
+ b

a
, где a и b — соответственно наи-

больший и наименьший корни уравнения x3 − 7x2 + 7x = 1.

34

4. Решите уравнение:

а) (x− 1)3 + (2x+ 3)3 = 27x3 + 8; б) 28x3 + 3x2 + 3x+ 1 = 0;

в) 126x3 − 3x2 + 3x− 1 = 0; г) x3 − 3x2 − 3x− 1 = 0.

а)−
2
3;−

1
2;3;б)−

1
4;в)

1
6;г)

1
3√
2−1
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5. Решите уравнение:

а) x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0; б) x3 − 13x− 12 = 0;

в) x3 + x2 + x− 3 = 0; г) x3 − 3x2 + 4 = 0;

д) x3 − 3x+ 2 = 0; е) x3 − 4x2 + x+ 6 = 0.

а)1,2,3;б)−1,−3,4;в)1;г)−1,2;д)1,−2;е)−1,2,3

6. Решите уравнение:

а) x3 + 3x2 − 10x− 24 = 0; б) x3 − 4x2 − 11x+ 30 = 0;

в) x3 − 2x2 − x− 6 = 0; г) x3 + 5x2 + 5x− 3 = 0.

а)−2,3,−4;б)2,−3,5;в)3;г)−3,−1±
√
2

7. Решите уравнение:

а) x4 + 3x3 − 8x2 − 12x+ 16 = 0; б) x4 − 3x3 + x2 − x− 6 = 0.

а)1,±2,−4;б)−1,3

8. Решите уравнение:

а) 27x3 + 9x2 − 48x+ 20 = 0; б) 2x3 + x2 + x− 1 = 0; ;

в) 10x3 − 3x2 − 2x+ 1 = 0; г) 4x4 − 16x3 + 3x2 + 4x− 1 = 0.

а)
2
3,−

5
3;б)

1
2;в)−

1
2;г)±

1
2,2±

√
3

9. (МГУ, социологич. ф-т, 2004 ) Решить уравнение

x3 + 7x2 + 10x− 3(x2 + 7x)− 30√
x+ 2

= 0.

3

10. (МГУ, ф-т почвоведения, 2005 ) Решить уравнение

(6x− 15)7 = (x− 1)14.

4

11. («Ломоносов», 2011, 8 ) Решите уравнение

x7 − 1

x5 − 1
=
x5 − 1

x3 − 1
.

0,−1
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12. («Покори Воробьёвы горы!», 2015, 10–11 ) Решите уравнение(
1 + x+ x2

) (
1 + x+ x2 + . . .+ x10

)
=
(
1 + x+ x2 + . . .+ x6

)2
.

−1,0

13. («Ломоносов», 2011, 11 ) При каких значениях a, b и c множество действительных корней
уравнения

x5 + 2x4 + ax2 + bx = c

состоит в точности из чисел −1 и 1?

a=−6,b=−1,c=−4

14. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Найдите все значения параметра a, при каждом
из которых среди решений уравнения(

a4 − 2014a3 + 2014a2 − 2014a+ 2013
)
x = a3 + 5a2 + 2a− 8

есть неотрицательные числа.

[−4;−2]∪{1}∪(2013;+∞)

15. («Физтех», 2013, 9–11 ) Найдите сумму всех действительных корней уравнения

x3 + 6x2 + 12x+ 35 = 0.
−5

16. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 ) Найдите количество общих точек графиков функ-
ций

y = x3 + 6x и y = 12x2 + 1,

а также абсциссы этих точек.

Однаточкасабсциссой
1

2−
3√
7

17. («Покори Воробьёвы горы!», 2011, 10–11 ) Найти все значения a, при каждом из которых
уравнение

x3 − ax2 − (a3 − 6a2 + 5a+ 8)x− (a− 3)3 = 0

имеет три различных корня, образующих геометрическую прогрессию (укажите эти корни).

Еслиa=2,тоx∈{3−
√

5
2,−1,

3+
√
5

2};еслиa=4,тоx∈{3−
√

5
2,1,

3+
√

5
2}

18. (МГУ, социологич. ф-т, 2003 ) Определите все значения параметра a, при каждом из кото-
рых три различных корня уравнения

x3 + (a2 − 9a)x2 + 8ax− 64 = 0

образуют геометрическую прогрессию. Найдите эти корни.

a=7;корни2,4,8
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A

B C

D E

F

O

19. (Всеросс., 1998, финал, 10 ) Прямые, параллельные оси
OX, пересекают график функции

y = ax3 + bx2 + cx+ d :

первая — в точках A, D и E, вторая — в точках B, C и F
(см. рисунок). Докажите, что длина проекции дуги CD на
ось OX равна сумме длин проекций дуг AB и EF .

20. («Ломоносов», 2014, 8–9 ) Известно, что x1, x2, x3 — различные корни уравнения

x3 − x− 1 = 0.

Составьте уравнение наименьшей степени, корнями которого являются числа x1+1
x1−1 ,

x2+1
x2−1 и x3+1

x3−1 .

t3−7t2−t−1=0

21. («Ломоносов», 2012, 10–11 ) Найдите сумму квадратов всех действительных корней урав-
нения

x5 + 2010x2 + 2011 = x4 + 2011x3 + 2012x.

4025
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3 Замена переменной в уравнениях
В ряде случаев оказывается, что переменная присутствует в уравнении лишь в составе одного
и того же устойчивого выражения. Естественный приём в подобных ситуациях — обозначить
это устойчивое выражение новой буквой, то есть сделать замену переменной.

Здесь мы не затрагиваем иррациональные уравнения (в которых переменная содержится
под знаком корня); они рассматриваются в разделе «Иррациональные уравнения и системы».

Настоящий раздел содержит в основном тренировочные задачи. Олимпиадные и экзаме-
национные задачи тут практически отсутствуют, поскольку излагаемый материал стандартен
и является своего рода ремеслом, владеть которым должен каждый математически грамот-
ный школьник. Поэтому если обсуждаемые приёмы вам знакомы, можно сразу переходить к
следующему разделу без ущерба для дальнейшего восприятия.

Задача. Решить уравнение

x2 + x− 2

x
+

2x

x2 + x− 2
− 3 = 0.

Решение. Замена t = x2+x−2
x

приводит к уравнению

t+
2

t
− 3 = 0 ⇔ t2 − 3t+ 2

t
= 0 ⇔

[
t = 1,

t = 2.

Теперь делаем обратную замену. Если t = 1, то

x2 + x− 2

x
= 1 ⇔ x2 − 2 = 0 ⇔ x = ±

√
2.

Если же t = 2, то
x2 + x− 2

x
= 2 ⇔ x2 − x− 2 = 0 ⇔

[
x = −1,
x = 2.

Ответ: ±
√
2, −1, 2.

3.1 Предварительные преобразования

Устойчивое выражение далеко не всегда присутствует в готовом виде; в большинстве случаев
для его поиска нужно как-то преобразовать данное уравнение.

Задача. Решить уравнение
(x2 − 4x)2 + (x− 2)2 = 6.

Решение. Раскрываем вторую скобку:

(x2 − 4x)2 + x2 − 4x+ 4 = 6,

и видим замену t = x2 − 4x:

t2 + t− 2 = 0 ⇔

[
t = 1,

t = −2
⇔

[
x2 − 4x = −1,
x2 − 4x = 2

⇔

[
x = 2±

√
3,

x = 2±
√
6.

Ответ: 2±
√
3, 2±

√
6.
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Задача. Решить уравнение:

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)(x+ 4) = 7.

Решение. Раскроем скобки, группируя первый множитель с четвёртым, а второй — с третьим:

(x2 + 3x− 4)(x2 + 3x+ 2) = 7.

Теперь делаем замену t = x2 + 3x− 4:

t(t+ 6) = 7 ⇔ t2 + 6t− 7 = 0 ⇔

[
t = 1,

t = −7
⇔

⇔

[
x2 + 3x− 4 = 1,

x2 + 3x− 4 = −7
⇔

[
x2 + 3x− 5 = 0,

x2 + 3x+ 3 = 0.

Первое квадратное уравнение данной совокупности имеет корни x = −3±
√
29

2
; второе квад-

ратное уравнение корней не имеет.

Ответ: −3±
√
29

2
.

Задача. Решить уравнение

x2 +
9x2

(x+ 3)2
= 16.

Решение. В левой части стоит сумма вида a2+ b2. Вычтем и прибавим величину 2ab, выделив
тем самым квадрат разности:

x2 +

(
3x

x+ 3

)2

− 2x · 3x

x+ 3
+ 2x · 3x

x+ 3
= 16 ⇔

(
x− 3x

x+ 3

)2

+
6x2

x+ 3
= 16 ⇔

⇔
(

x2

x+ 3

)2

+
6x2

x+ 3
− 16 = 0.

Теперь — замена t = x2

x+3
:

t2 + 6t− 16 = 0 ⇔

[
t = −8,
t = 2

⇔


x2

x+ 3
= −8,

x2

x+ 3
= 2

⇔

[
x2 + 8x+ 24 = 0,

x2 − 2x− 6 = 0.

Первое квадратное уравнение корней не имеет, а второе имеет корни x = 1±
√
7.

Ответ: 1±
√
7.

3.2 Симметрические уравнения

Задача. Решить уравнение

x2 + 2x+
2

x
+

1

x2
= 1.

Решение. Действие «в лоб» — приведение к общему знаменателю — даст уравнение четвёртой
степени, от которого ничего хорошего ждать не приходится (вы увидите ниже, какие в итоге
получатся корни — подобрать их не представляется возможным). Нас выручает замена

t = x+
1

x
.
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Заметим, что

t2 =

(
x+

1

x

)2

= x2 + 2 +
1

x2
,

откуда

x2 +
1

x2
= t2 − 2.

Теперь исходное уравнение приводится к виду

t2 − 2 + 2t = 1 ⇔ t2 + 2t− 3 = 0 ⇔

[
t = 1,

t = −3.

Остаётся сделать обратную замену. В первом случае

x+
1

x
= 1 ⇔ x2 − x+ 1

x
= 0.

Это уравнение не имеет корней. Во втором случае

x+
1

x
= −3 ⇔ x2 + 3x+ 1

x
= 0 ⇔ x =

−3±
√
5

2
.

Ответ: −3±
√
5

2
.

Задача. Решить уравнение
x4 − 5x3 + 4x2 + 5x+ 1 = 0.

Решение. Значения x = ±1 не являются корнями данного уравнения, так что приходится
расстаться с надеждой подобрать корень. Однако можно заметить, что коэффициенты уравне-
ния симметричны относительно центрального слагаемого (такие уравнения иногда называются
симметрическими), и благодаря этой симметрии наше уравнение решается точно так же, как
и предыдущая задача.

Поскольку x = 0 не является корнем, можно поделить обе части на x2 и прийти к равно-
сильному уравнению (

x2 +
1

x2

)
− 5

(
x− 1

x

)
+ 4 = 0.

Теперь делаем замену t = x− 1
x
:

(t2 + 2)− 5t+ 4 = 0 ⇔ t2 − 5t+ 6 = 0 ⇔

[
t = 2,

t = 3
⇔

⇔

x−
1

x
= 2,

x− 1

x
= 3

⇔

x = 1±
√
2,

x =
3±
√
13

2
.

Ответ: 1±
√
2, 3±

√
13

2
.
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3.3 Однородные уравнения

Пусть p и q — некоторые выражения, зависящие от переменной x. Рассмотрим однородное урав-
нение второй степени

ap2 + bpq + cq2 = 0

с ненулевыми коэффициентами a, b и c. Если q = 0, то тогда и p = 0; если q 6= 0, то делим
уравнение на q2 и приходим к равносильному уравнению

a

(
p

q

)2

+ b
p

q
+ c = 0,

квадратному относительно новой переменной t = p/q.

Задача. Решить уравнение
2x4 + 3x2(x− 2) = 2(x− 2)2.

Решение. Здесь p = x2, q = x−2. Если x−2 = 0, то и x2 = 0, что невозможно. Поэтому делим
обе части уравнения на (x− 2)2 и приходим к равносильному уравнению

2

(
x2

x− 2

)2

+
3x2

x− 2
= 2.

Замена t = x2

x−2 :

2t2 + 3t− 2 = 0 ⇔

t = −2,
t =

1

2

⇔


x2

x− 2
= −2,

x2

x− 2
=

1

2

⇔

[
x2 + 2x− 4 = 0,

2x2 − x+ 2 = 0.

Первое квадратное уравнение имеет корни x = −1 ±
√
5, второе квадратное уравнение не

имеет корней.

Ответ: −1±
√
5.

3.4 Замена в биномах

Напомним, что бином — это выражение вида (a + b)n. При раскрытии скобок биномиальные
коэффициенты определяются по треугольнику Паскаля, первые шесть строк которого изобра-
жены на рисунке:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

(по боковым сторонам идут единицы, а каждое внутреннее число равно сумме двух чисел над
ним). Так, например,

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4;

(a− b)5 = a5 − 5a4b+ 10a3b2 − 10a2b3 + 5ab4 − b5.
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Задача. Решить уравнение
(x+ 5)3 + (x+ 7)3 = 8.

Решение. Здесь удобно «врезаться посередине» — сделать замену t = x+ 6. Получим:

(t− 1)3 + (t+ 1)3 = 8 ⇔ (t3 − 3t2 + 3t− 1) + (t3 + 3t2 + 3t+ 1) = 8 ⇔ t3 + 3t− 4 = 0.

Последнее уравнение имеет корень t = 1, благодаря чему легко находим разложение на
множители:

(t− 1)(t2 + t+ 4) = 0 ⇔ t = 1 ⇔ x = −5.

Ответ: −5.

Задачи

Во всех задачах по умолчанию требуется решить уравнение.

1.
x2 + 2x+ 1

x2 + 2x+ 2
+
x2 + 2x+ 2

x2 + 2x+ 3
=

7

6
.

0;-2

2. x3 − x2 − 8

x3 − x2
= 2.

−1;2

3.
x2 + x+ 2

3x2 + 5x− 14
=

x2 + x+ 6

3x2 + 5x− 10
.

−4;2

4. (x2 − 6x)2 − 2(x− 3)2 = 81.

3;3±2
√
5

5. (x2 − 5x+ 7)2 − (x− 3)(x− 2) = 1.

2;3

6. 10x2(x− 2)2 = 9 (x2 + (x− 2)2).

−1;3

7.
6

(x+ 1)(x+ 2)
+

8

(x− 1)(x+ 4)
= 1.

0;−3;−3±
√

73
2

8. (x+ 4)2(x+ 10)(x− 2) + 243 = 0.

−7;−1;−4±3
√
3

9. (x+ 1)(x+ 2)(x+ 4)(x+ 5) = 10.

−3±
√
6
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10. (x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6) = 1680.

−2;11

11. x2 + 3x+ 2 = 15
x2 + 5x+ 10

x2 + 7x+ 12
.

−7;2

12. (x2 − 3x+ 1)(x2 + 3x+ 2)(x2 − 9x+ 20) = −30.

3±
√

29
2;

3±
√

25±4
√
30

2

13.
1

6x2 − 7x+ 2
+

1

12x2 − 17x+ 6
= 4x2 − 5x.

5±
√

33
8

14.
1

6x2 − 7x+ 2
+

1

12x2 − 17x+ 6
= 8x2 − 6x+ 1.

1
2±

1
4√1+

√
33

2

15.
24

x2 − 2x
=

12

x2 − x
+ x2 − x.

−1,3

16. x2 +
x2

(x+ 1)2
=

40

9
.

2;−
2
3

17. x2 +
81x2

(x+ 9)2
= 40.

1±
√
19

18.
(

x

x− 1

)2

+

(
x

x+ 1

)2

=
45

16
.

±3,±√5
13

19. 4x2 + 12x+
12

x
+

4

x2
= 47.

2;
1
2;−11±

√
105

4

20. 3
(
x− 1

x

)
+ 2

(
x2 +

1

x2

)
= 4.

±1;−2;
1
2

21.
(
x2 +

16

x2

)
− x− 4

x
− 12 = 0.

−2;1;4
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22.
x2

3
+

48

x2
= 10

(
x

3
− 4

x

)

−2;6;3±
√
21

23. x4 − 8x3 + 17x2 − 8x+ 1 = 0.

3±
√

5
2;

5±
√

21
2

24. x4 − 4x3 + x2 + 4x+ 1 = 0.

3±
√

13
2;

1±
√
5

2

25. x4 − 5x3 + 10x2 − 10x+ 4 = 0.

1;2

26. x4 − x3 − 10x2 + 2x+ 4 = 0.

−1±
√
3;

3±
√
17

2

27. x3 +
1

x3
= 5

(
x+

1

x

)
.

√
2±1;−

√
2±1

28. x3 + x2 + x+
1

x
+

1

x2
+

1

x3
= 6.

1

29.
(x2 + 1)2

x(x+ 1)2
=

625

112
.

7;
1
7

30.
x(x2 + 1)

(x2 − x+ 1)2
=

10

9
.

2;
1
2

31. (2x2 − 3x+ 1)(2x2 + 5x+ 1) = 9x2.

−3±
√

7
2;

2±
√

2
2

32. (x+ 2)(x+ 3)(x+ 8)(x+ 12) = 4x2.

−6;−4;−15±
√
129

2

33. (x− 1)(x− 2)(x− 4)(x− 8) = 7x2.

15+
√
37

4±√(15+
√

37
4)2−8

34.
2x

x2 − 4x+ 2
+

3x

x2 + x+ 2
+

5

4
= 0.

1;2;−2±
√
2
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35.
4x

x2 + x+ 3
+

5x

x2 − 5x+ 3
+

3

2
= 0.

−5±
√

13
2

36.
24x

2x2 − 3x+ 4
=

12x

x2 + x+ 2
+ 5.

1;2

37.
x2 − 10x+ 15

x2 − 6x+ 15
=

3x

x2 − 8x+ 15
.

7±
√
34

38.
x2 + 5x+ 4

x2 − 7x+ 4
+
x2 − x+ 4

x2 + x+ 4
+

13

3
= 0.

1;4

39. (x2 + 4x+ 8)2 + 3x3 + 14x2 + 24x = 0.

−4;−2

40. 2(x2 − x+ 1)2 = 9x(x− 1)2.

2;
1
2;2±

√
3

41. (x2 − 2x+ 2)2 + 3x(x2 + 2x+ 2) = 30x2.
−2±

√
2;

5±
√
17

2

42. x4 + 5x2(x+ 1) = 6(x+ 1)2.

1±
√

5
2;−3±

√
3

43. 20
(
x− 2

x+ 1

)2

− 5

(
x+ 2

x− 1

)2

+ 48
x2 − 4

x2 − 1
= 0.

3;
2
3

44. 2(x2 + x+ 1)2 − 7(x− 1)2 = 13(x3 − 1).

2;4;−1;−
1
2

45. 3(x+ 2)2 + 2(x2 − 2x+ 4)2 = 5(x3 + 8).

1;2;
7±
√
33

4

46.
x2

1− 2x2
= 12x2 + 7x− 6.

−1;
1
2;

2
3;−

3
4

47. (x2 + x+ 1)2 = x2(3x2 + x+ 1).

1±
√

5
2
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48. (x+ 3)4 + (x+ 5)4 = 16.

−3;−5

49. (x− 1)5 + (x+ 3)5 = 242(x+ 1).

−2;−1;0

50. (x− 2)6 + (x− 4)6 = 64.

2;4

51. (МГУ, ф-т почвоведения, 1999 ) Найти все значения параметра β, при которых уравнение(
x2 + x

) (
x2 + 5x+ 6

)
= β

относительно x имеет ровно три корня.

9
16

52. («Ломоносов», 2012, 8–9 )
4(x3 − x) = (x2 + 1)2.

1±
√
2

53. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 ) При каждом действительном значении параметра
a найдите количество различных действительных корней уравнения

16x4 + ax2 + 1 = 32x3 + 8x.

4корняприa<−40;3корняприa=−40;2корняпри−40<a<24;1кореньприa=24;неткорнейприa>24
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4 Системы алгебраических уравнений
Если вам встретилась сложная система уравнений, то придётся проявлять изобретательность
и отыскивать некий трюк, поскольку никакого единого метода решения таких систем не суще-
ствует. Необходимым условием успеха в данном случае является большой опыт решения систем
уравнений и знание ряда возникающих при этом стандартных ситуаций.

Данный раздел посвящён системам рациональных уравнений (обе части которых суть мно-
гочлены или отношения многочленов). Системы уравнений, в которых переменная содержится
под знаком модуля или корня, будут рассмотрены позже.

4.1 Двойная замена

Может оказаться, что две переменные входят в систему лишь в составе двух устойчивых вы-
ражений. Естественно обозначить эти выражения новыми буквами.

Задача. (МФТИ, 2007 ) Решить систему уравнений{
xy + 2x− 3y + 2 = 0,

2x2y − 3xy2 − 12x+ 18y = 16.

Решение. Запишем второе уравнение в виде

xy(2x− 3y)− 6(2x− 3y) = 16

и сделаем двойную замену
u = xy, v = 2x− 3y.

Система примет вид: {
u+ v + 2 = 0,

uv − 6v = 16.

Легко находим: u = 2, v = −4, что приводит к системе{
xy = 2,

2x− 3y = −4.

Эта система также не представляет сложностей. Её решения: x = 1, y = 2 или x = −3, y = −2
3
.

Ответ: (1, 2);
(
−3,−2

3

)
.

4.2 Симметрические системы

Функция f(x, y) двух переменных x и y называется симметрической, если f(y, x) = f(x, y);
иными словами, симметрическая функция переходит сама в себя при одновременной замене x
на y и y на x. Например, f(x, y) = x2 + 3xy + y2 — симметрическая функция, а g(x, y) = x3 + y
симметрической не является, поскольку g(y, x) = y3 + x 6= g(x, y).

Система {
f(x, y) = 0,

g(x, y) = 0

называется симметрической, если f(x, y) и g(x, y) — симметрические многочлены. В симмет-
рических системах отлично работает двойная замена

u = x+ y, v = xy. (23)

31



Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Решите систему уравнений{
x2y + xy2 = 2− 2x− 2y,

x+ y + 5 = −xy.

Решение. Имеем: {
xy(x+ y) + 2(x+ y) = 2,

x+ y + xy = −5,

или, делая замену (23), {
uv + 2u = 2,

u+ v = −5.

Из второго уравнения выражаем v = −u − 5 и подставляем это в первое уравнение; после
преобразований получим

u2 + 3u+ 2 = 0; u1 = −1, u2 = −2.

Соответственно, v1 = −4, v2 = −3, так что исходная система равносильна совокупности двух
систем: {

x+ y = −1,
xy = −4

или

{
x+ y = −2,
xy = −3.

Обе они решаются элементарно.

Ответ:
(
−1+

√
17

2
, −1−

√
17

2

)
;
(
−1−

√
17

2
, −1+

√
17

2

)
; (1,−3); (−3, 1).

Оказывается, что любой симметрический многочлен двух переменных x, y можно записать
как многочлен двух переменных u, v. Это теорема, которую мы не будем доказывать; нам важно
уметь выражать через u и v многочлены x2 + y2, x3 + y3 и x4 + y4.

Имеем:
u2 = (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 = x2 + y2 + 2v,

откуда
x2 + y2 = u2 − 2v.

Далее,

u3 = (x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 = x3 + y3 + 3xy(x+ y) = x3 + y3 + 3uv,

откуда
x3 + y3 = u3 − 3uv.

Наконец,

u4 = (x+ y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4 =

= x4 + y4 + 4xy(x2 + y2) + 6x2y2 = x4 + y4 + 4v(u2 − 2v) + 6v2,

откуда
x4 + y4 = u4 − 4u2v + 2v2.

Задача. Решить систему {
x3 + y3 = 19,

(xy + 8)(x+ y) = 2.
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Решение. Легко видеть, что эта система является симметрической. Делая замену u = x + y,
v = xy, получим систему {

u3 − 3uv = 19,

u(v + 8) = 2.

Из второго уравнения выражаем uv = 2− 8u и подставляем в первое уравнение:

u3 − 3(2− 8u) = 19 ⇔ u3 + 24u− 25 = 0.

Очевиден корень u = 1, что позволяет разложить левую часть на множители:

(u− 1)(u2 + u+ 25) = 0 ⇔ u = 1.

Далее находим v = −6 и приходим к системе{
x+ y = 1,

xy = −6,

откуда x = 3, y = −2 или наоборот, x = −2, y = 3.

Ответ: (3,−2); (−2, 3).
Обратите внимание, что у симметрической системы и ответ симметричен: если пара (x0, y0)

является решением, то и пара (y0, x0) — тоже решение.

4.3 Сложение уравнений

Одно из уравнений системы можно заменить на сумму (или разность) её уравнений. В резуль-
тате получим систему, эквивалентную исходной.

Задача. Решить систему {
x3 + y3 = 7,

x2y + xy2 = −2.

Решение. Эту симметрическую систему можно решить общим методом, изложенным выше.
Но можно и сразу сложить первое уравнение с утроенным вторым:

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 = 1 ⇔ (x+ y)3 = 1 ⇔ x+ y = 1.

Отсюда y = 1− x; подставляем это в первое уравнение системы:

x3 − (x− 1)3 = 7 ⇔ x3 − (x3 − 3x2 + 3x− 1) = 7 ⇔ x2 − x− 2 = 0.

Дальше ясно.

Ответ: (−1, 2); (2,−1)

Задача. (МГУ, филологич. ф-т, 2007 ) Решите систему{
2x2 − x− 3y = 0,

2y2 + y + 3x = 0.
(24)

Решение. Вычитаем из первого уравнения второе:

0 = 2(x2 − y2)− 4(x+ y) = 2(x+ y)(x− y − 2).

Если y = −x, то первое уравнение системы (24) даёт 2x2 + 2x = 0, откуда x = 0 (и тогда
y = 0) или x = −1 (и тогда y = 1).

Если же y = x− 2, то первое уравнение (24) приводит к уравнению x2− 2x+ 3 = 0, которое
не имеет корней.

Ответ: (0, 0); (−1, 1).
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4.4 Однородные системы

Функция f(x, y) двух переменных x и y называется однородным многочленом второй степени,
если она имеет вид

f(x, y) = ax2 + bxy + cy2

(с очевидным дополнительным условием, что не все коэффициенты a, b и c равны нулю). Ана-
логично определяются однородные многочлены более высоких степеней; например, однородный
многочлен третьей степени имеет вид

f(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3.

Однородная система (второй степени) — это система вида{
a1x

2 + b1xy + c1y
2 = d1,

a2x
2 + b2xy + c2y

2 = d2,
(25)

где d1 и d2 — некоторые числа. Если оба они не равны нулю, то, умножая уравнения (25) на
подходящие множители (например, на d2 и d1 соответственно) и вычитая их друг из друга, мы
получим однородный многочлен, равный нулю.

Задача. Решить систему {
3x2 + 5xy − 2y2 = 20,

x2 + xy + y2 = 7.

Решение. Умножим первое уравнение на 7, а второе — на 20:{
21x2 + 35xy − 14y2 = 140,

20x2 + 20xy + 20y2 = 140.

Вычитаем из первого уравнения второе:

x2 + 15xy − 34y2 = 0.

Решая это уравнение как квадратное относительно x (с параметром y), находим x = 2y или
x = −17y. Остаётся подставить это в любое уравнение исходной системы (проще во второе) и
довести задачу до ответа. Сделайте это самостоятельно.

Ответ: (2, 1); (−2,−1);
(
− 17√

39
, 1√

39

)
;
(

17√
39
,− 1√

39

)
Задача. («Физтех», 2012 ) Решите систему уравнений

6x

y
+

2y

x
− 5 = 4xy,

7x

y
+

4y

x
− 10 = 3xy.

Решение. Формально это не совсем система вида (25), то принцип действия тот же. Умножим
первое уравнение на 3, второе на 4, после чего вычтем из первого второе:

−10x

y
− 10y

x
+ 25 = 0.
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Теперь делаем замену t = x
y
:

2t+
2

t
− 5 = 0 ⇔ 2t2 − 5t+ 2

t
= 0 ⇔ t = 2 или t =

1

2
.

При t = 2 имеем x = 2y; первое уравнение даёт тогда 8y2 = 8, y = ±1, откуда x = ±2 (знак x
совпадает со знаком y). Аналогично рассматривается случай t = 1

2
.

Ответ: (2, 1); (−2,−1);
(
1
2
; 1
)
;
(
−1

2
;−1

)
.

4.5 Умножение и деление уравнений

Под умножением уравнений A = B и C = D мы понимаем переход к уравнению AC = BD, а
под делением — переход к уравнению A/C = B/D. В последнем случае необходимо проследить
за тем, чтобы не получить нуль в знаменателе.

Задача. Решить систему {
x2y3 = 16,

x3y2 = 2.

Решение. Ясно, что x 6= 0 и y 6= 0. Делим первое уравнение на второе:

y

x
= 8 ⇔ y = 8x.

Подставим это во второе уравнение:

x3 · 64x2 = 2 ⇔ x5 =
1

32
⇔ x =

1

2
.

Теперь находим y = 4.

Ответ:
(
1
2
, 4
)
.

Задача. (МФТИ, 2006 ) Найти действительные решения системы уравнений{
5 3
√
x5y2 = 4(x2 + y2),

3 3
√
xy4 = x2 − y2.

Решение. Формально мы имеем дело с иррациональными уравнениями, которые будут рас-
сматриваться позже. Однако никакой специфики иррациональных уравнений тут на самом деле
нет.

Отметим сразу же, что если одна из переменных равна нулю, то и вторая равна нулю. Пара
(0, 0) является решением системы, а остальные решения ищем в предоложении x 6= 0 и y 6= 0.

Перемножаем наши уравнения:

15x2y2 = 4(x4 − y4) ⇔ 4x4 − 15x2y2 − 4y4 = 0 ⇔
⇔ (x2 − 4y2)(4x2 + y2) = 0 ⇔ x2 = 4y2 ⇔ x = ±2y.

Если x = 2y, то второе уравнение даёт:

3 3
√

2y5 = 3y2 ⇔ 2y5 = y6 ⇔ y = 2,

и тогда x = 4. Аналогично, если x = −2y, то y = −2 и x = 4.
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Ответ: (0, 0); (4, 2); (4,−2).
В более сложных случаях перед умножением или делением уравнений нужно ещё порабо-

тать.

Задача. (МФТИ, 2006 ) Решить систему уравнений
y2

x2
(2 + x) = 4y − 3x,

2y2 − 3xy = 4y − x2.

Решение. Умножаем первое уравнение на x2 (ограничение x 6= 0 будет учтено позже):{
2y2 + xy2 = 4x2y − 3x3,

2y2 − 3xy = 4y − x2.

Теперь наступает самый трудный момент: нужно разглядеть «хорошие» квадратные трёх-
члены t2−4t+3 = (t−1)(t−3) и t2−3t+2 = (t−1)(t−2) с общим множителем t−1. Перепишем
систему следующим образом:{

x(y2 − 4xy + 3x2) = −2y2,
x2 − 3xy + 2y2 = 4y

⇔

{
x(y − x)(y − 3x) = −2y2,
(x− y)(x− 2y) = 4y.

Легко видеть, что обе части второго уравнения не могут обращаться в нуль (предполагая
обратное, в каждом случае приходим к равенству x = 0 вопреки ограничению). Делим первое
уравнение на второе:

x(y − 3x)

x− 2y
=
y

2
⇔ 2y2 + xy − 6x2 = 0 ⇔ (y + 2x)(2y − 3x) = 0.

Отсюда имеем y = −2x или y = 3
2
x. Остаётся подставить это во второе (так проще) уравнение

исходной системы и после элементарных вычислений получить ответ.

Ответ:
(
− 8

15
, 16
15

)
; (6, 9).

4.6 Упрощение одного из уравнений

В отдельных случаях одно из уравнений системы удаётся привести к виду AB = 0, где A и B —
некоторые (несложные) выражения, зависящие от переменных.

Задача. (МФТИ, 1999 ) Найти все действительные решения системы уравнений
x9 − x8 − 2y2 = 0,

x7 +
y3

x4
= y2 + yx3.

Решение. Первое уравнение ничего хорошего нам не сулит, поэтому возьмёмся за второе.
Помня об ограничении x 6= 0, умножаем его на x4:

x11 + y3 = x4y2 + x7y ⇔ x7(x4 − y)− y2(x4 − y) = 0 ⇔ (x7 − y2)(x4 − y) = 0.

Отсюда имеем y2 = x7 или y = x4.
Пусть сначала y2 = x7. Подставляем это в первое уравнение:

x9 − x8 − 2x7 = 0,
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что при ограничении x 6= 0 равносильно квадратному уравнению

x2 − x− 2 = 0

с корнями −1 и 2. Корню x = −1 не соответствует никакое значение y (ибо y2 = −1), а для
корня x = 2 получаем y2 = 27, то есть y = ±8

√
2.

Пусть теперь y = x4. Подставляем в первое уравнение:

x9 − 3x8 = 0,

откуда с учётом ограничения x 6= 0 имеем x = 3 и соответственно y = 81.

Ответ:
(
2, 8
√
2
)
;
(
2,−8

√
2
)
; (3, 81).

Может случиться, что уравнение, воспринимаемое как квадратное относительно одной из
переменных, имеет «хороший» дискриминант.

Задача. (МФТИ, 2008 ) Решить систему уравнений{
x2 − 3xy + 2y2 + 5x− 9y + 4 = 0,

x2 − y2 − 5 = 0.

Решение. Второе уравнение имеет довольно простой вид, и вместе с тем ничего полезного из
него не извлечёшь. Поэтому работать надо с первым уравнением. Запишем его как квадратное
относительно x (с параметром y):

x2 + (5− 3y)x+ 2y2 − 9y + 4 = 0.

Дискриминант:
D = (5− 3y)2 − 4(2y2 − 9y + 4) = y2 + 6y + 9 = (y + 3)2,

откуда

x =
3y − 5 + (y + 3)

2
= 2y − 1 или x =

3y − 5− (y + 3)

2
= y − 4.

Остаётся сделать эти подстановки во второе уравнение. Несложные технические детали описы-
вать не будем — вы легко сможете довести решение до конца самостоятельно.

Ответ: (3, 2);
(
−7

3
,−2

3

)
;
(
−21

8
, 11

8

)
.

4.7 Системы с тремя неизвестными

Системы трёх уравнений с тремя неизвестными решаются теми же методами, которые были
изложены выше. Разумеется, задачи в целом становятся сложнее.

Задача. (ОММО, 2012 ) Решите систему

xy

x+ y
= 1,

yz

y + z
= 2,

xz

x+ z
= 3.
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Решение. Запишем уравнения в следующем виде:

x+ y

xy
= 1,

y + z

yz
=

1

2
,

x+ z

xz
=

1

3

⇔



1

x
+

1

y
= 1,

1

y
+

1

z
=

1

2
,

1

x
+

1

z
=

1

3
.

Теперь делаем замену u = 1/x, v = 1/y, w = 1/z и приходим к системе
u+ v = 1,

v + w =
1

2
,

u+ w =
1

3
,

которая решается элементарно: u = 5
12
, v = 7

12
, w = − 1

12
. Отсюда легко получаем ответ.

Ответ:
(
12
5
, 12

7
,−12

)
.

Задача. (МФТИ, 2002 ) Решить систему уравнений
2x3 − y3 − 2z3 + xyz + 5 = 0,

y3 + 2z3 − x3 − 2xyz − 2 = 0,

x3 − y3 − z3 + xyz + 4 = 0.

Решение. Сложим первое уравнение со вторым:

x3 − xyz + 3 = 0. (26)

Вычтем из первого уравнения исходной системы удвоенное третье:

y3 − xyz − 3 = 0. (27)

Наконец, сложим второе уравнение исходной системы с третьим:

z3 − xyz + 2 = 0. (28)

Исходная система равносильна системе уравнений (26)–(28):
x3 = xyz − 3,

y3 = xyz + 3,

z3 = xyz − 2.

(29)

Перемножим уравнения этой системы и сделаем замену t = xyz:

t3 = (t− 3)(t+ 3)(t− 2) ⇔ 2t2 + 9t− 18 = 0.

Отсюда t = −6 или t = 3
2
. Остаётся подставить эти значения в систему (29) и найти x, y, z.

Ответ:
(
− 3
√
9,− 3
√
3,−2

)
;
(
− 3

√
3
2
, 3

√
9
2
,− 3

√
1
2

)
.
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Задача. (МФТИ, 2004 ) Решить систему уравнений
(3y − x)2 = 2 + z2,

(3y + z)2 = 3 + x2,

(z − x)2 = 4 + 9y2.

(30)

Решение. Здесь дело идёт к делению уравнений. Перепишем систему следующим образом:
(x− 3y)2 − z2 = 2,

x2 − (3y + z)2 = −3,
(x− z)2 − 9y2 = 4

⇔


(x− 3y + z)(x− 3y − z) = 2,

(x− 3y − z)(x+ 3y + z) = −3,
(x+ 3y − z)(x− 3y − z) = 4.

(31)

Левые части наших уравнений не равны нулю. Делим первое уравнение системы (31) на второе:

x− 3y + z

x+ 3y + z
= −2

3
⇔ 5x− 3y + 5z = 0. (32)

Делим третье уравнение системы (31) на первое:

x+ 3y − z
x− 3y + z

= 2 ⇔ x− 9y + 3z = 0. (33)

Исходная система (30) равносильна системе, составленной из первого уравнения (30) и урав-
нений (32) и (33): 

(3y − x)2 = 2 + z2,

5x− 3y + 5z = 0,

x− 9y + 3z = 0.

(34)

Из третьего уравнения системы (34) имеем x = 9y − 3z; подставим это во второе уравнение и
найдём y = 5

21
z, откуда x = 9· 5

21
z−3z = −6

7
z. Полученные выражения x и y через z подставляем

в первое уравнение (34) и в результате находим z = ±7
6
, после чего определяем соответствующие

значения x и y.

Ответ:
(
−1, 5

18
, 7
6

)
;
(
1,− 5

18
,−7

6

)
.

Задача. («Физтех», 2009 ) Решить систему уравнений
(y − x)(x2 + y2) = 15,

(y + z)(y2 + z2) = −13,
(z − x)(x2 + z2) = −20.

(35)

Решение. Мы хотим домножить каждое из уравнений на соответствующий множитель так,
чтобы получить в левых частях разности четвёртых степеней. Однако равносильность такого
преобразования требует обоснования.

Пусть y + x = 0, то есть y = −x. Тогда второе уравнение системы (35) примет вид

(z − x)(x2 + z2) = −13;

сопоставляя это с третьим уравнением (35), мы видим, что система (35) не будет иметь решений.
Таким образом, ни одна тройка чисел (x, y, z), для которой выполнено y + x = 0, не является
решением системы (35); иными словами, умножив первое уравнение на y + x, мы получим
систему, равносильную исходной.
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Точно так же показывается, что ни одна тройка (x, y, z), для которой выполнено z − y = 0
или x+ z = 0, не является решением системы (35). Умножая первое уравнение нашей системы
на y + x, второе — на z − y, третье — на x+ z, придём к равносильной системе

y4 − x4 = 15(y + x),

z4 − y4 = 13(y − z),
x4 − z4 = 20(x+ z).

Сложим эти три уравнения: 0 = 28y + 35x + 7z, откуда z = −5x − 4y. Подставляя это в
третье уравнение (35) и присоединяя первое уравнение (35), получим систему двух уравнений
относительно x и y:{

(y − x)(x2 + y2) = 15,

(−6x− 4y)
(
x2 + (5x+ 4y)2

)
= −20

⇔

{
x3 − x2y + xy2 − y3 = −15,
39x3 + 86x2y + 64xy2 + 16y3 = 5.

Получилась однородная система третьей степени. Мы уже знаем, что нужно делать: умножаем
второе уравнение на 3 и складываем с первым уравнением:

118x3 + 257x2y + 193xy2 + 47y3 = 0. (36)

Если x = 0, то в силу этого уравнения и y = 0 вопреки первому уравнению системы (35).
Поэтому делим уравнение (36) на x3 6= 0 и обозначаем t = y

x
:

47t3 + 193t2 + 257t+ 118 = 0. (37)

Выглядит неважно, но что поделаешь? Остаётся уповать лишь на то, что подберётся «малень-
кий» корень. Ясно, что положительных корней уравнение (37) не имеет, поэтому начинаем с
«маленьких» отрицательных. И действительно, t = −2 является корнем! Имеем:

(47t3 + 94t2) + (99t2 + 198t) + (59t+ 118) = 0 ⇔ (t+ 2)(47t2 + 99t+ 59) = 0.

Дискриминант уравнения 47t2 + 99t+ 59 = 0 отрицателен, поэтому уравнение (37) имеет лишь
один корень t = −2. Отсюда y = −2x, и теперь закончить решение труда не составляет.

Ответ: (−1, 2,−3).

Задачи

Во всех задачах по умолчанию требуется решить систему уравнений.

1. (МГУ, экономич. ф-т, 2002 ) {
y − xy − x = 11,

xy2 − x2y = −30.

(−2,3);(−3,2);(−1,5);(−5,1)

2. (МГУ, геологич. ф-т, 1998 ) {
x(1 + y) = y + 7,

x2y − xy2 = 6.

(3,2);(−2,−3);(3+
√
10,−3+

√
10);(3−√10,−3−√10)
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3. (МГУ, физический ф-т, 2003 ) 
17

2x2 + 3y
+

12

3x2 − 2y
= 3,

6

3x2 − 2y
+

34

2x2 + 3y
= 3.

(−2,3);(2,3)

4. (МФТИ, 2007 ) {
2xy + 4x+ 3y = 2,

4x2y + 3xy2 + 12x+ 9y = 8.

(−1
2,2);(32,−2

3)

5. (МГУ, ф-т почвоведения, 2007 ) {
x+ y + xy = 7,

x2 + y2 + xy = 13.

(1,3);(3,1)

6. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ){
x2y + x+ xy2 + y + 5 = 0,

x+ y + xy + 5 = 0.

(3,−2);(−2,3);(0,−5);(−5,0)

7. (ОММО, 2016 ) {
x2 − xy + y2 = 19,

x4 + x2y2 + y4 = 931.

(3,5);(5,3);(−3,−5);(−5,−3)

8.

{
x4 + y4 = 17(x+ y)2,

xy = 2x+ 2y.

(0,0);(1,−2);(−2,1);(3,6);(6,3)

9.

{
10(x4 + y4) = −17(x3y + xy3),

x2 + y2 = 5.

(−1,2);(2,−1);(−2,1);(1,−2)

10.

{
x3 + y3 = 19,

x2y + xy2 = −6.

(3,−2);(−2,3)
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11.

{
x3 − y3 = 65,

x2y − xy2 = −20.

(4,−1);(1,−4)

12.

{
x3 + 3xy2 = 158,

3x2y + y3 = −185.

(2,−5)

13. (МГУ, филологич. ф-т, 2007 ) {
x2 − 2y − 3 = 0,

y2 + 2x− 3 = 0.

(1,−1);(−3,3)

14. (МГУ, географич. ф-т, 2002 ) {
x3 = 5x+ y,

y3 = 5y + x.

(√3+
√

7
2,

√
3−
√
7

2);(√3−
√
7

2,
√
3+
√

7
2);(−√3+

√
7

2,−
√
3−
√
7

2);(−√3−
√
7

2,−
√
3+
√

7
2)

(0,0);(2,−2);(−2,2);(√6,√6);(−√6,−√6);

15. (МФТИ, 2008 ) 3x2 = y4 + y,

5x =
2y

x
+ y2.

(2−2
3,2−1

3);(−2·11−2
3,11−1

3)

16. («Ломоносов», 2016, 10–11 ) Даны 2017 уравнений: x1 + x2 = −2016, x2 + x3 = −2014, . . . ,
x1008 + x1009 = −2, x1009 + x1010 = 0, x1010 + x1011 = 2, x1011 + x1012 = 4, . . . , x2016 + x2017 = 2014,
x2017 + x1 = 2016. Найдите x2017.

2016

17.

{
2x2 − 3xy + y2 = 3,

x2 + 2xy − 2y2 = 6.

(2,1);(−2,−1)

18.

{
x2 + 2y2 = 17,

2xy − x2 = 3.

(3,2);(−3,−2);(1√
3
,

5√
3);(−1√

3
,−

5√
3)
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19. (ОММО, 2015, 9–11 ) {
5x2 + 14xy + 10y2 = 17,

4x2 + 10xy + 6y2 = 8.

(−1,2),(1,−2),(11,−7),(−11,7)

20. (МГУ, геологич. ф-т, 2003 ) {
2x2 − y2 + 3 = 0,

6y3 − 18y − 13x3 − 3x = 0.

(0,√3);(0,−√3);(√3
119,11√3

119);(−√3
119,−11√3

119)

21. («Физтех», 2012 ) 
5x

y
− 9y

x
+ 10 =

6

xy
,

2x

y
+

3y

x
+ 4 =

9

xy
.

(1,1);(−1,−1);(3,−1),(−3,1)

22. («Физтех», 2014 ) {
y3 − x2 − xy + 1 = 0,

2y3 − 3x2 − 5xy − 2y2 + 2 = 0.

(1,−1);(−2,1);(√5−1,
1−
√
5

2);(−√5−1,
1+
√
5

2)

23. (ограничиться отысканием целочисленных решений){
x3 + y3 = 2,

2xy2 − x2y = 1.

(1,1)

24.

{
(x+ y)(x2 − y2) = 16,

(x− y)(x2 + y2) = 40.

(3,−1);(1,−3)

25. («Физтех», 2016, 9–11 ) {
x2y + xy2 − 2x− 2y + 10 = 0,

x3y − xy3 − 2x2 + 2y2 − 30 = 0.

(−4,−1)
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26. (МФТИ, 2006 ) {
5 3
√

2x2y3 = 2(x2 + y2),

3 3
√

4x4y3 = 4(y2 − x2).

(0,0);(−2,4);(2,4)

27. (МФТИ, 2000 ) 
x3

2y
+ 3xy = 25,

y3

x
− 2xy = 16.

(2,4);(−2,−4)

28. (МФТИ, 2000 ) 
x3

y2
+

3y

4x
= 2,

8y

x2
− 6x

y
= 5.

(2,4);(256 375,−
2048
5625)

29. (МФТИ, 2005 ) {
8x2y − 3x4 = 4,

8y3 − 3x2y2 = 2.

(√2,1);(−√2,1)

30. (МФТИ, 2006 ) 
y2

x2
(3 + 2x) = 3y − x,

y2 + 2xy = 3x2 − 2y.

(−12
35,

8
35);(−1

2,
1
2)

31. (МФТИ, 2004 ) 
y7 + 2y6 + 3x2 = 0,

y4 − xy =
x3

y4
− x2

y
.

(−125,−5);(9√3,−3);(−9√3,−3)

32. (МФТИ, 2002 ) 
y +

x3

y3
=
y3

x
+
x2

y
,

1

y
+
y3

x3
+

10

x2
= 0.

(4,−2)
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33. (МФТИ, 2008 ) {
xy + y2 − 2x2 + 10x+ 8y + 12 = 0,

x2 − y2 + 7 = 0.

(−3,4);(13,−8
3);(2912,−43

12)

34. (МФТИ, 1996 ) {
2x2 − xy − y2 − 10x− 8y − 12 = 0,

2x2 + 3xy + y2 + x− y − 6 = 0.

(3,−3);(2,−4);(0,−2)

35. (МГУ, ВКНМ, 2000 ) 
3x+ y − z = 4,

x− 2y + 3z = 0,

x2 + 2y + z2 = 6x.

(1,2,1);(4425,−28
5,−

108
25)

36. (ОММО, 2012 ) 

ab

a+ b
= 1,

bc

b+ c
= 2,

ca

c+ a
= 4.

(83,85,−8)

37. («Физтех», 2015, 10–11 ) 

1

x
+

1

y + z
=

1

12
,

1

y
+

1

x+ z
=

1

6
,

1

z
+

1

x+ y
=

1

2
.

(−4,2,1)

38. (МГУ, ИСАА, 2004 ) 
x2 + y2 = xyz,

y2 + z2 = xyz,

z2 + x2 = xyz.

(0,0,0);(2,2,2);(2,−2,−2);(−2,2,−2);(−2,−2,2)
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39. (ОММО, 2011 ) 
x+ y + z = 13,

x2 + y2 + z2 = 61,

xy + xz = 2yz.

(4,3,6);(4,6,3)

40. («Физтех», 2009 ) 
x2 − z2 = 2x− 3y + 4z,

z2 − y2 = x+ 4y − 3z,

y2 − x2 = −3x− 5y + z.

(0,0,0);(1,−1,−2);(17+
√
37

6,−1+
√

37
6,−1+

√
37

3);(17−
√
37

6,−1−
√
37

6,−1−
√

37
3)

41. («Физтех», 2009 ) 
2x2 = yz − 2x,

2y2 = −xz + 2y,

2z2 = −xy + 2z.

(0,0,0);(−1,0,0);(0,1,0);(0,0,1);(−2,2,2);(27,67,67);(−6
7,−

2
7,

6
7);(−6

7,
6
7,−

2
7)

42. (МФТИ, 2006 ) 
2yz +

3

x
+ 3 = 0,

xy +
4

z
− 2 = 0,

xz +
2

y
+ 2 = 0.

(3,2,−1)

43. (МФТИ, 2003 ) 
4zx2 − yz2 + 2xy2 = 3xyz,

zy2 + 2xz2 − 4yx2 = 3xyz,

2xy − 2xz + yz = 3.

(1,1,−1);(−1,−1,1);(12,2,1);(−1
2,−2,−1);(12,−1,−2);(−1

2,1,2)

44. (МФТИ, 2001 ) 
3x− y − 5z − 2yz = 0,

x− 5y − z − 2z2 = 0,

x+ 9y − 3z + 2xz = 0.

(0,0,0);(−3
2,−

1
2,−1);(−5

6,−
1
6,−

1
2)
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45. (МФТИ, 2002 ) 
3x3 − 3y3 + z3 − xyz − 3 = 0,

3y3 − x3 − z3 − xyz + 5 = 0,

x3 − y3 + z3 − xyz − 2 = 0.

(−3√
4,−

3√9
2,−

3√3
2);(−3√1

4,−
3√3

4,
3√9

4)

46. (МФТИ, 2004 ) 
(x+ y)2 = 3 + 4z2,

(2z − y)2 = 4 + x2,

(2z − x)2 = 2 + y2.

(56,76,−1
2);(−5

6,−
7
6,

1
2)

47. («Физтех», 2009 ) 
(x− y)(x2 + y2) = 5,

(y + z)(y2 + z2) = 13,

(z − x)(x2 + z2) = 40.

(−1,−2,3)

48. (МФТИ, 1991 ) 
3xz + 1 = 4x+ 3z,

4xy − 3xz = 4y − 3z + 9,

xy − zy = x+ 3− 2z.

(−1
2,−1,

2
3);(52,3,2)

49. («Высшая проба», 2015, 10 ) Найдите все тройки действительных чисел x, y, z, удовлетво-
ряющих системе уравнений 

x3y3z3 = 1,

xy5z3 = 2,

xy3z5 = 3.

(1
6√
6
,
√

2
6√
6
,
√
3

6√
6),(−1

6√
6
,−
√
2

6√
6
,
√

3
6√
6),(−1

6√
6
,
√
2

6√
6
,−
√
3

6√
6),(1

6√
6
,−
√
2

6√
6
,−
√
3

6√
6)
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5 Уравнения с модулем
В данном разделе мы изучаем алгебраические уравнения, в которых переменная находится под
знаком модуля.

5.1 Определение модуля

По определению,

|a| =

{
a, если a > 0;
−a, если a < 0.

(38)

Этого определения достаточно для решения простейших задач.

Задача. (МГУ, физический ф-т, 1983 ) Решить уравнение∣∣2− 5x2
∣∣ = 3.

Решение. Если модуль числа равен 3, то само число равно 3 или −3. Следовательно, наше
уравнение равносильно совокупности[

2− 5x2 = 3,

2− 5x2 = −3
⇔

x2 = −1

5
,

x2 = 1.

Первое уравнение не имеет решений, второе имеет корни ±1.
Ответ: ±1.

Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 1979 ) Решить уравнение

|2x− 3| = 3− 2x.

Решение. Если модуль числа равен этому числу со знаком минус, то само число неположитель-
но (|a| = −a тогда и только тогда, когда a 6 0). Следовательно, наше уравнение равносильно
неравенству

2x− 3 6 0 ⇔ x 6
3

2
.

Ответ:
(
−∞; 3

2

]
.

Задача. (МГУ, ф-т гос. управления, 2001 ) Решить уравнение

|x2 − 13x+ 35| = |35− x2|.

Решение. Если модули двух чисел равны, то эти числа могут отличаться самое большее зна-
ком:

|a| = |b| ⇔

[
a = b,

a = −b.

Следовательно, наше уравнение равносильно совокупности:[
x2 − 13x+ 35 = 35− x2,
x2 − 13x+ 35 = x2 − 35

⇔

[
2x2 − 13x = 0,

13x = 70.

Дальнейшее элементарно.

Ответ: 0, 13
2
, 70

13
.
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5.2 Замена переменной

В некоторых ситуациях удобно сделать замену |x− a| = t, пользуясь тем, что

(x− a)2 = |x− a|2 = t2.

Задача. (МГУ, физический ф-т, 1996 ) Решить уравнение

(x− 7)2 − |x− 7| = 30.

Решение. Делаем замену |x− 7| = t и получаем:

t2 − t− 30 = 0 ⇔

[
t = 6,

t = −5
⇔

[
|x− 7| = 6,

|x− 7| = −5.

Второе уравнение полученной совокупности не имеет решений (так как модуль не может
быть отрицательным). Решениями первого уравнения служат числа 1 и 13.

Ответ: 1, 13.

5.3 Перебор промежутков

В некоторых задачах модуль снимается в процессе рассмотрения различных случаев знаков
выражения под модулем с использованием непосредственно определения (38).

Задача. Решить уравнение
|2− x| = 5− 4x.

Решение. Имеем два случая, в зависимости от знака выражения под модулем. А именно,
уравнение равносильно совокупности двух систем:{

2− x > 0,

2− x = 5− 4x
или

{
2− x < 0,

x− 2 = 5− 4x.

Решение первой системы: x = 1. У второй системы решений нет.

Ответ: 1.

Не всегда бывает очевидно, принадлежит ли полученное значение x «текущему» промежут-
ку, и тогда приходится использовать оценки.

Задача. Решить уравнение
x2 + 4|x− 3| − 7x+ 11 = 0.

Решение. Как и в предыдущей задаче, в зависимости от знака выражения x − 3 имеем два
случая.

1) x > 3. Снимаем модуль:

x2 + 4(x− 3)− 7x+ 11 = 0,

x2 − 3x− 1 = 0,

x1 =
3 +
√
13

2
, x2 =

3−
√
13

2
.

49



Число x2, будучи отрицательным, не удовлетворяет условию x > 3 и потому не является
корнем исходного уравнения.

Выясним, удовлетворяет ли данному условию число x1. Для этого составим разность и опре-
делим её знак:

x1 − 3 =
3 +
√
13

2
− 3 =

√
13− 3

2
=

√
13−

√
9

2
> 0.

Значит, x1 больше трёх и потому является корнем исходного уравнения.

2) x < 3. Снимаем модуль:

x2 + 4(3− x)− 7x+ 11 = 0,

x2 − 11x+ 23 = 0,

x3 =
11 +

√
29

2
, x4 =

11−
√
29

2
.

Число x3 больше, чем 11/2, и потому не удовлетворяет условию x < 3. Проверим x4:

x4 − 3 =
11−

√
29

2
− 3 =

5−
√
29

2
=

√
25−

√
29

2
< 0.

Значит, x4 является корнем исходного уравнения.

Ответ: 3+
√
13

2
, 11−

√
29

2
.

Задача. Решить уравнение

|x− 1| − 2|x− 2|+ 3|x− 3| = 4.

Решение. Казалось бы, нас ждёт рассмотрение шести случаев (три выражения под модулем,
два знака). Но мы поступим разумнее — используем хорошо знакомый нам метод интервалов.

Выражения под модулями обращаются в нуль в точках x = 1, x = 2 и x = 3. Эти точки делят
числовую прямую на четыре промежутка. Отметим на числовой прямой эти точки и расста-
вим знаки для каждого из выражений под модулями на полученных промежутках. (Порядок
следования знаков совпадает с порядком следования соответствующих модулей в уравнении.)

1 2 3

−−− +−− ++− +++

X

Таким образом, мы «экономим на случаях»: нам нужно рассмотреть не шесть случаев, а
четыре (когда x находится в каждом из промежутков).

Случай 1 : x > 3. Все модули снимаются «с плюсом»:

x− 1− 2(x− 2) + 3(x− 3) = 4,

x = 5.

Полученное значение x = 5 удовлетворяет условию x > 3 и потому является корнем исход-
ного уравнения.

Случай 2 : 2 6 x 6 3. Последний модуль теперь снимается «с минусом»:

x− 1− 2(x− 2) + 3(3− x) = 4,

x = 2.

Полученное значение x также годится — оно принадлежит рассматриваемому промежутку.
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Случай 3 : 1 6 x 6 2. Второй и третий модули снимаются «с минусом»:

x− 1− 2(2− x) + 3(3− x) = 4,

4 = 4.

Мы получили верное числовое равенство при любом x из рассматриваемого промежутка.
Это означает, что все числа из промежутка [1; 2] служат решениями данного уравнения.

Случай 4 : x 6 1. Все модули снимаются «с минусом»:

1− x− 2(2− x) + 3(3− x) = 4,

x = 1.

Ничего нового. Мы и так знаем, что x = 1 является решением.

Ответ: [1; 2] ∪ {5}.

Задача. Решить уравнение
||3− x| − 2x+ 1| = 4x− 10.

Решение. Начинаем с раскрытия внутреннего модуля.

1) x 6 3. Получаем:

|3− x− 2x+ 1| = 4x− 10,

|4− 3x| = 4x− 10.

Выражение под модулем обращается в нуль при x = 4
3
. Данная точка принадлежит рассмат-

риваемому промежутку. Поэтому приходится разбирать два подслучая.

1.1) 4
3
6 x 6 3. Получаем в этом случае:

3x− 4 = 4x− 10,

x = 6.

Это значение x не годится, так как не принадлежит рассматриваемому промежутку.

1.2) x 6 4
3
. Тогда:

4− 3x = 4x− 10,

x = 2.

Это значение x также не годится. Итак, при x 6 3 решений нет.

2) x > 3. Имеем:

|x− 3− 2x+ 1| = 4x− 10,

|x+ 2| = 4x− 10.

Здесь нам повезло: выражение x+2 положительно при x > 3. Поэтому никаких подслучаев
уже не будет: модуль снимается «с плюсом»:

x+ 2 = 4x− 10,

x = 4.

Это значение x находится в рассматриваемом промежутке и потому является корнем исход-
ного уравнения.

Ответ: 4.

Исследование знака выражения под модулем и раскрытие модуля по определению (38) —
метод универсальный, но не всегда самый эффективный. В некоторых случаях можно «выкру-
титься» иначе, существенно упростив решение.
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5.4 Уравнения вида |A| = B

Рассмотрим уравнение
|A| = B, (39)

где A и B — некоторые выражения, содержащие переменную. Ясно, что если B < 0, то урав-
нение (39) не имеет решений. Если же B > 0, то уравнение (39) сводится к совокупности двух
уравнений A = ±B.

Таким образом, для уравнения (39) имеем равносильный переход:

|A| = B ⇔


[
A = B,

A = −B,

B > 0.

Иными словами, мы решаем два уравнения, A = B и A = −B, а потом отбираем корни,
удовлетворяющие условию B > 0.

Задача. Решить уравнение
|2x2 − 3x− 4| = 6x− 1.

Решение. Попробуйте ради интереса снять модуль с квадратного трёхчлена, как мы это сде-
лали в предыдущей задаче, и посмотрите, к чему это приведёт. Мы же будем действовать с
помощью только что описанного равносильного перехода.

Наше уравнение равносильно системе:
[
2x2 − 3x− 4 = 6x− 1,

2x2 − 3x− 4 = 1− 6x,

6x− 1 > 0.

(40)

Первое уравнение совокупности (40) имеет корни

x1 =
9 +
√
105

4
, x2 =

9−
√
105

4
.

Второе уравнение совокупности (40) имеет корни

x3 = 1, x4 = −
5

2
.

Теперь для каждого из полученных корней проверяем выполнение неравенства (40):

6x1 − 1 = 6 · 9 +
√
105

4
− 1 =

50 + 6
√
105

4
> 0;

6x2 − 1 = 6 · 9−
√
105

4
− 1 =

50− 6
√
105

4
=

√
2500−

√
3780

4
< 0;

6x3 − 1 = 6− 1 > 0;

6x4 − 1 = −15− 1 < 0.

Стало быть, годятся лишь x1 и x3.

Ответ: 1, 9+
√
105

4
.
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Задачи

Во всех задачах требуется решить уравнение или систему уравнений.

Определение модуля

1. |x2 − 5x+ 4| = 4.

0,5

2. |x2 − 3x+ 2| = 3x− 2− x2.

[1;2]

3. |x2 + x− 3| = |5x− 4|.

1,−7,2±
√
3

4. (МГУ, физический ф-т, 1983 ) |x2 − 12| = 4.

±4,±2
√
2

5. (МГУ, МШЭ, 2005 ) |2x− 4|+ 4 = 2x.

[2;+∞)

6. (МГУ, химический ф-т, 2005 ) |2x+ 1| = |x+ 2|.
±1

7. (МГУ, химический ф-т, 2001 ) ∣∣∣∣x− 1

x− 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x+ 1

x+ 2

∣∣∣∣ .

0,±
√
2

8. (МГУ, мехмат, 1995 )
|x3| − |5x|√

2x2 − 4x− 1− |x|+ 2
= 0.

−
√
5

Замена переменной

9. (МГУ, биологич. ф-т, 2005 ) x2 + |x| − 6 = 0.

±2

10. (МГУ, физический ф-т, 1990 ) x2 − 4|x| − 1 = 0.

±(2+
√
5)
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11. (МГУ, ВМК, 1994 ) (
4|x− 1|+ 1

2

)2

= 11(x− 1)2 +
5

4
.

4
5,

6
5

12. (МГУ, филологич. ф-т, 2005 )
∣∣x2 − 3|x|+ 1

∣∣ = 1.

0,±1,±2,±3

Перебор промежутков

13. (МГУ, геологич. ф-т, 1990 )

−|x|
x
− x =

x2

2
+ 1.

−2

14. (МГУ, ф-т почвоведения, 2004 ) |5x+ 1|+ 7x+ 2 = 0.

−
1
2

15. (МГУ, экономич. ф-т, 1981 ) x2 − 6x+ 8 + |x− 4| = 0.

3,4

16. (МГУ, экономич. ф-т, 2000 ) 3
√
x2 + 2x+ 1 = 7 + x+

(√
−x2 − 5x− 4

)2
.

−3

17. (МГУ, ф-т психологии, 2005 ) |x− 2|+ 2|x+ 1| = 9.

±3

18. (МГУ, географич. ф-т, 1996 ) |5x− 3| − |7x− 4| = 2x− 1.

(−∞;
4
7]

19. (МГУ, филологич. ф-т, 1988 ) {
2|x− 2|+ 3|y + 1| = 4,

2x− y = 3.

(32,0),(34,−3
2)

20. (МГУ, ИСАА, 2003 ) (|x| − 5)2 − |5− x| = 30.

11,−
11+
√
161

2

21. (МГУ, ИСАА, 1997 ) 4|x+ 1| − 1 = 3|2x+ 5| − 2|x+ 5|.

(−∞;−5]∪{−5
4}
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22. (МГУ, ВМК, 1997 ) {
|x2 − 4y + 3|+ y = 1,

2x+ 2y = 1.

(√7−3
2,

4−
√
7

2),(√19−5
2,

6−
√

19
2)

23. (МГУ, ф-т почвоведения, 2007 )
∣∣|x− 1| − 7

∣∣ = 10.

−16,18

24. (МГУ, геологич. ф-т, 1998 )
∣∣|4− x2| − x2∣∣ = 1.

±√3
2,±√5

2

25. (МГУ, экономич. ф-т, 1989 )
∣∣x+ 1 + | − x− 3|

∣∣− 6 = x.

−4,2

26. (МГУ, ф-т психологии, 1998 )
∣∣4x− |x− 2|+ 3

∣∣ = 16.

−
17
5,

11
3

27. (МГУ, физический ф-т, 1997 ) {
y + |x+ 1| = 1,

|y − x| = 5.
(52,−5

2)

Равносильные переходы

28. (МГУ, геологич. ф-т, 1991 ) |x2 − 2x− 1| − x+ 1 = 0.

2,3

29. (МГУ, социологич. ф-т, 2000 ) |x2 − 3x| = 2x− 4.

4,
1+
√
17

2
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6 Неравенства с модулем
Данный раздел является непосредственным продолжением предыдущего раздела «Уравнения
с модулем». Мы рассматриваем в целом аналогичные ситуации, только вместо знака равенства
будет стоять знак неравенства.

6.1 Геометрический смысл модуля

Понятие модуля обладает простым геометрическим смыслом: именно, |x| есть расстояние от
точки x до нуля. Более общим образом, |x − a| есть расстояние от точки x до точки a.
Давайте рассмотрим несколько элементарных примеров.

1. Решениями неравенства |x| < 7 служат все те x, которые удалены от нуля на расстояние,
меньшее 7. Они расположены на интервале (−7; 7).

X0 7−7

Множество решений неравенства |x| < 7

2. Решения неравенства |x−2| 6 3 суть все те x, которые удалены от точки 2 на расстояние,
не превосходящее 3; они заполняют отрезок [−1; 5].

X2 5−1

Множество решений неравенства |x− 2| 6 3

3. Решениями неравенства |x| > 4 являются все x, удалённые от нуля на расстояние, не
меньшее 4. Это объединение двух непересекающихся лучей: (−∞;−4] ∪ [4; +∞).

X0 4−4

Множество решений неравенства |x| > 4

4. Решениями неравенства |x + 3| > 5 являются все те x, которые удалены от точки −3
на расстояние, большее 5. Это объединение двух непересекающихся лучей с выколотыми
началами: (−∞;−8) ∪ (2;+∞).

X−3 2−8

Множество решений неравенства |x+ 3| > 5

Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 2001 ) Решить неравенство

|x− 3|+ 2

|2x− 3| − 5
6 0.
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Решение. Числитель дроби положителен при всех x, поэтому данное неравенство равносильно
отрицательности знаменателя:

|2x− 3| − 5 < 0 ⇔ |2x− 3| < 5.

Дальше понятно: величина 2x удалена от точки 3 на расстояние, меньшее 5:

−2 < 2x < 8,

откуда −1 < x < 4.

Ответ: (−1; 4).

6.2 Замена переменной

В некоторых неравенствах оказывается полезной замена |x− a| = t.

Задача. (МГУ, физический ф-т, 2004 ) Решить неравенство

|x− 2|
12
|x−2| − 1

> 1.

Решение. Делаем замену |x− 2| = t:

t
12
t
− 1

> 1.

Данное неравенство равносильно неравенству

t2

12− t
> 1,

(поскольку запрещённое значение t = 0 не является решением последнего), которое, в свою
очередь, равносильно

t2 + t− 12

t− 12
< 0 ⇔ (t+ 4)(t− 3)

t− 12
< 0 ⇔

[
t < −4,
3 < t < 12,

откуда [
|x− 2| < −4,
3 < |x− 2| < 12.

Первое неравенство полученной совокупности не имеет решений. Решениями второго неравен-
ства служат значения x, удалённые от точки x = 2 на расстояние больше 3, но меньше 12, то
есть −10 < x < −1 и 5 < x < 14.

Ответ: (−10;−1) ∪ (5; 14).

Задача. (МГУ, ф-т почвоведения, 2003 ) Решить неравенство

3|y|
4
− y2 6 0.

Решение. Делаем замену |y| = t:

3t

4
− t2 6 0 ⇔ t

(
t− 3

4

)
> 0 ⇔

t 6 0,

t >
3

4
,
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откуда |y| 6 0,

|y| > 3

4
,
⇔


y = 0,

y >
3

4
,

y 6 −3

4
.

Ответ:
(
−∞;−3

4

]
∪ {0} ∪

[
3
4
; +∞

)
.

6.3 Перебор промежутков

В некоторых неравенствах модуль снимается «в лоб» — путём рассмотрения значений перемен-
ной на различных промежутках.

Задача. (МГУ, экономич. ф-т, 1984 ) Решить неравенство

2|x− 4|+ |3x+ 5| > 16.

Решение. Разбираем три случая расположения x относительно точек −5
3
и 4.

1) x > 4. Имеем:

2(x− 4) + 3x+ 5 > 16,

x >
19

5
.

Полученное неравенство выполняется при всех рассматриваемых x > 4. Иными словами, все
числа из промежутка [4; +∞) являются решениями нашего неравенства.

2) −5
3
6 x 6 4. Имеем в данном случае:

2(4− x) + 3x+ 5 > 16,

x > 3.

Учитывая, в каком промежутке мы сейчас находимся, получаем в качестве решений исходного
неравенства множество [3; 4].

3) x 6 −5
3
. Имеем:

2(4− x)− 3x− 5 > 16,

x 6 −13

5
.

Так как −13
5
< −5

3
, то все значения x из полученного промежутка

(
−∞,−13

5

]
служат решениями

исходного неравенства.

Остаётся объединить множества решений, полученные в трёх рассмотренных случаях.

Ответ:
(
−∞,−13

5

]
∪ [3; +∞).

Задача. (МГУ, биологич. ф-т, 1998 ) Решить неравенство

|x2 + x− 2|+ |x+ 4| 6 x2 + 2x+ 6.

Решение. Выражение x2 + x − 2 положительно при x < −2, x > 1 и отрицательно при
−2 < x < 1. Выражение x+4 положительно при x > −4 и отрицательно при x < −4. Расставим
знаки наших выражений на числовой оси (первым идёт знак квадратного трёхчлена, вторым —
знак линейной функции):
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−4 −2 1

+− ++ −+ ++

X

Теперь понятно, что нам нужно рассмотреть три случая.

1) x 6 −4. При снятии модулей квадратный трёчлен остаётся со знаком плюс, линейная
функция — с минусом:

x2 + x− 2− x− 4 6 x2 + 2x+ 6,

x > −6.

Таким образом, здесь имеем решения −6 6 x 6 −4.
2) −4 6 x 6 −2 или x > 1. При снятии модулей оба выражения остаются с плюсом:

x2 + x− 2 + x+ 4 6 x2 + 2x+ 6,

2 6 6.

Получилось верное числовое равенство. Значит, рассматриваемые значения −4 6 x 6 −2 и
x > 1 являются решениями нашего неравенства.

3) −2 6 x 6 1. При снятии модулей квадратный трёхчлен остаётся с минусом, линейная
функция — с плюсом:

−x2 − x+ 2 + x+ 4 6 x2 + 2x+ 6,

x2 + x > 0.

Полученное неравенство имеет решения x 6 −1 или x > 0. В пересечении с рассматри-
ваемым промежутком имеем множество решений исходного неравенства: −2 6 x 6 −1 или
0 6 x 6 1.

Объединяя множества решений в трёх рассмотренных случаях, получаем ответ.

Ответ: [−6;−1] ∪ [0; +∞).

6.4 Равносильные переходы

«Лобовое» снятие модуля (путём перебора промежутков) не всегда является самым эффектив-
ным средством. В некоторых неравенствах бывает проще переходить к равносильным системам
или совокупностям условий.

6.4.1 Умножение на модуль

Как известно, неравенство можно умножить на положительную величину (с сохранением знака
неравенства). В частности, имеет место эквивалентность

A

|B|
< C ⇔

{
A < |B|C,
B 6= 0

(A, B, C — некоторые выражения, знак неравенства может быть любым). Такой переход может
сократить вычислительную работу.

Задача. (МГУ, ВМК, 1998 ) Решить неравенство

3x <
4x− 2

|x− 3|
.
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Решение. Непосредственное снятие модуля приводит к двум рациональным неравенствам, но
лучше сразу умножить на |x− 3|. Наше неравенство равносильно системе{

3x|x− 3| < 4x− 2,

x 6= 3,

которая равносильна совокупности двух систем{
x > 3,

3x(x− 3) < 4x− 2
⇔

{
x > 3,

3x2 − 13x+ 2 < 0
(41)

и {
x < 3,

3x(3− x) < 4x− 2
⇔

{
x < 3,

3x2 − 5x− 2 > 0.
(42)

Решения системы (41) образуют множество 3 < x < 13+
√
145

6
. Решения системы (42) суть два

промежутка x < −1
3
и 2 < x < 3.

Ответ:
(
−∞;−1

3

)
∪ (2; 3) ∪

(
3; 3+

√
145

6

)
.

Задача простая, и выигрыш от умножения на модуль здесь не так уж велик. Однако в сле-
дующей задаче равносильное умножение неравенства позволит очень существенно сэкономить
на выкладках.

Задача. (МГУ, мехмат, 2000 ) Решить неравенство

|x− 5| − |x+ 4|
|x− 2| − |x+ 1|

<
|x− 2|+ |x+ 1|

|x+ 4|
. (43)

Решение. Непосредственное снятие модулей означает перебор пяти промежутков, что не вы-
зывает энтузиазма. Поэтому действуем иначе: при ограничении x 6= −4 умножаем обе части
неравенства (43) на положительную величину |x+4|

|x−2|+|x+1| и получаем равносильное неравенство

|(x− 5)(x+ 4)| − (x+ 4)2

(x− 2)2 − (x+ 1)2
< 1 ⇔

⇔ |x2 − x− 20| − x2 − 8x− 16

−6x+ 3
< 1 ⇔ |x2 − x− 20| − x2 − 2x− 19

2x− 1
> 0. (44)

Пусть x ∈ E1 = (−∞;−4) ∪ [5; +∞). Тогда x2 − x− 20 > 0, и неравенство (44) равносильно
неравенству

−3x− 39

2x− 1
> 0 ⇔ x+ 13

2x− 1
< 0 ⇔ −13 < x <

1

2
,

что в пересечении с множеством E1 даёт часть решений исходного неравенства (43):

−13 < x < −4. (45)

Пусть теперь x ∈ E2 = (−4; 5). Тогда x2 − x − 20 < 0, и неравенство (44) равносильно
неравенству

−2x2 − x+ 1

2x− 1
> 0 ⇔ (x+ 1)(2x− 1)

2x− 1
< 0,

решения которого суть x < −1. В пересечении с множеством E2 получаем вторую часть решений
исходного неравенства:

−4 < x < −1. (46)

Множество решений неравенства (43) есть объединение «рамочек» (45) и (46).

Ответ: (−13;−4) ∪ (−4;−1).
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6.4.2 Неравенства вида |A| < B

Пусть A и B — некоторые выражения с переменной. Оказывается, неравенство

|A| < B (47)

равносильно системе {
A < B,

A > −B.
(48)

Действительно, если B > 0, то эквивалентность (47)⇔ (48) очевидна. В случае B 6 0
неравенство (47) не имеет решений; но и система (48) также не имеет решений, поскольку
выражение A не может быть одновременно меньше неположительной величины B и больше
неотрицательной величины −B. Следовательно, и при B 6 0 имеем (47)⇔ (48).

Задача. Решить неравенство
|x2 − 3x+ 1| < x− 2.

Решение. Ради интереса попробуйте снять модуль как раньше, исследуя знак квадратного
трёхчлена. Во-первых, вы сразу получите иррациональные корни. Затем, после снятия модуля
и упрощений, вас поджидают другие иррациональные корни, которые придётся сравнивать с
первыми. Однако значительную часть этих технических проблем удаётся обойти, используя
рассмотренный выше равносильный переход.

А именно, наше неравенство равносильно системе

{
x2 − 3x+ 1 < x− 2,

x2 − 3x+ 1 > 2− x
⇔

{
x2 − 4x+ 3 < 0,

x2 − 2x− 1 > 0
⇔


1 < x < 3,[
x > 1 +

√
2,

x < 1−
√
2.

Вот и всё. Теперь легко получаем ответ.

Ответ:
(
1 +
√
2; 3
)
.

Эквивалентность (47)⇔ (48) сохраняет свой вид при замене строгого равенства на нестрогое:

|A| 6 B ⇔

{
A 6 B,

A > −B.
(49)

Доказательство перехода (49) совершенно аналогично тому, что приведено выше.

6.4.3 Неравенства вида |A| > B

Неравенство
|A| > B (50)

равносильно совокупности [
A > B,

A < −B.
(51)

В самом деле, если B > 0, то эквивалентность (50)⇔ (51) очевидна. Если же B < 0, то
неравенство (50) выполнено при всех допустимых значениях x; но и решением совокупности
(51) служат все те же допустимые x, поскольку одно из неравенств совокупности заведомо
выполнено (при A > 0 выполнено A > B, а при A < 0 выполнено A < −B). Следовательно, и
при B < 0 имеет место эквивалентность (50)⇔ (51).
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Разумеется, эквивалентность сохраняется при замене строгого неравенства на нестрогое:

|A| > B ⇔

[
A > B,

A 6 −B.
(52)

Задача. (МГУ, ВМК, 2000 ) Решить неравенство∣∣|x2 − 8x+ 2| − x2
∣∣ > 2x+ 2.

Решение. Здесь используются оба эквивалентных перехода (52) и (49). Имеем:

∣∣|x2 − 8x+ 2| − x2
∣∣ > 2x+ 2 ⇔

[
|x2 − 8x+ 2| − x2 > 2x+ 2,

|x2 − 8x+ 2| − x2 6 −2x− 2
⇔

⇔

[
|x2 − 8x+ 2| > x2 + 2x+ 2,

|x2 − 8x+ 2| 6 x2 − 2x− 2
⇔


x2 − 8x+ 2 > x2 + 2x+ 2,

x2 − 8x+ 2 6 −x2 − 2x− 2,{
x2 − 8x+ 2 6 x2 − 2x− 2,

x2 − 8x+ 2 > −x2 + 2x+ 2

⇔

⇔


x 6 0,

x2 − 3x+ 2 6 0,x >
2

3
,

x2 − 5x > 0

⇔

x 6 0,

1 6 x 6 2,

x > 5.

Ответ: (−∞; 0] ∪ [1; 2] ∪ [5; +∞).

6.4.4 Неравенства вида |A| < |B|

Решая неравенство вида |A| < |B| (знак неравенства тут может быть любым), удобно действо-
вать следующим образом: коль скоро обе части неравенства неотрицательны, можно возвести
неравенство в квадрат:

|A| < |B| ⇔ A2 < B2 ⇔ A2 −B2 < 0 ⇔ (A−B)(A+B) < 0.

Последнее неравенство решается, например, методом интервалов.

Задача. (МГУ, экономич. ф-т, 2001 ) Решить неравенство∣∣x2 + 10x+ 16
∣∣ > ∣∣x2 − 16

∣∣ .
Решение. Данное неравенство равносильно неравенству

(
x2 + 10x+ 16

)2
>
(
x2 − 16

)2 ⇔ (10x+ 32)(2x2 + 10x) > 0 ⇔
(
x+

16

5

)
x(x+ 5) > 0.

Дальнейшее элементарно.

Ответ:
[
−5;−16

5

]
∪ [0; +∞).
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Задачи

Во всех задачах по умолчанию требуется решить неравенство.

Геометрический смысл модуля

1. (МГУ, физический ф-т, 1996 ) −1 < |x2 − 7| < 29.

(−6;6)

2. (МГУ, ИСАА, 2007 ) |x+ 3| · (|x− 1| − 3) 6 0.

{−3}∪[−2;4]

3. (МГУ, МШЭ, 2007 ) ∣∣∣∣ x10 − 1

5

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣x4 − 1

2

∣∣∣∣ .

2

Замена переменной

4. (МГУ, географич. ф-т, 1997 )
|x− 1|+ 10

4|x− 1|+ 3
> 2.

(37;11
7)

5. (МГУ, ф-т почвоведения, 1998 )

1

|x+ 1| − 1
>

1

|x+ 1| − 2
.

(−3;−2)∪(0;1)

6. (МГУ, физический ф-т, 2004 )
|x− 1|
1− 6

|x−1|
< −1.

(−5;−1)∪(3;7)

7. (МГУ, ФНМ, 2004 )

|3x+ 1|+ 2 +
3

|3x+ 1| − 2
6

1

|3x+ 1|+ 2
.

(−1;−√3
3]∪{−1

3}∪[√3−2
3;

1
3)

8. (МГУ, географич. ф-т, 1987 ) x2 + 2|x| < 8.

(−2;2)
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9. (МГУ, ф-т почвоведения, 2003 )
3x2

2
− |x| > 0.

(−∞;−
2
3]∪{0}∪[23;+∞)

10. а) x2 + 2x− |x+ 1| > 5; б) x2 − 4x+ 8− 5|x− 2| 6 0.

а)(−∞;−4)∪(2;+∞);б)[−2;1]∪[3;6]

Перебор промежутков

11. (МГУ, геологич. ф-т, 2005 ) (|x| − 1) (2x2 + x− 1) 6 0.

{−1}∪[12;1]

12. (МГУ, геологич. ф-т, 2006 )
x2 − 9

|x| − 3
· (x+ 4) > 0.

[−4;−3)∪(−3;3)∪(3;+∞)

13. (МГУ, ИСАА, 1998 )
3|x| − 11

x− 3
>

3x+ 14

6− x
.

(−2;2)∪(2;3)∪(6;+∞)
14. (МГУ, геологич. ф-т, 2002 )

x|x|+ 1

x− 2
+ 1 > x.

(−∞;
1
3]∪(2;+∞)

15. (МГУ, геологич. ф-т, 2004 )
x− 2

|x− 2|
6 4− x2.

[−√5;2)

16. (МГУ, химический ф-т, 2007 )

x2 + 4x+ 4

2x+ 12
6 1−

√
x2 + 8x+ 16

x+ 4
.

(−∞;−6)∪[−2√5;−4)∪{−2}

17. (МГУ, ФНМ, 2003 )
4x

|x− 2| − 1
> 3.

[37;1)∪(3;+∞)
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18. (МГУ, геологич. ф-т, 2003 )
x− 2

|x+ 2|
+

2x+ 5

x+ 2
6 0.

[−7;−2)∪(−2;−1]

19. (МГУ, мехмат, 1985 )
1

x− 1
+

3

|x|+ 1
>

1

|x| − 1
.

(−∞;−3]∪(−1;1)∪(1;+∞)

20. (МГУ, мехмат, 2004 )

(x2 + x+ 1)
2 − 2 |x3 + x2 + x| − 3x2

10x2 − 17x− 6
> 0.

(−∞;−2−
√
3]∪(−3

10;−2+
√
3]∪{1}∪(2;+∞)

21. (МГУ, социологич. ф-т, 1999 )

2|2− x|
2− |x|

6 |x− 2|.

(−∞;−2)∪{0}∪(2;+∞)
22. (МГУ, экономич. ф-т, 1984 ) 3|x− 2|+ |5x− 4| 6 10.

[0;5
2]

23. (МГУ, ф-т гос. управления, 2003 ) |2x+ 8| > 8− |1− x|.

(−∞;−5]∪[−1;+∞)

24. (МГУ, ВМК, 2003 ) 3|x+ 2| − 4|x+ 1| > 2.

[−8
7;0]

25. (МГУ, филологич. ф-т, 1991 )

|x+ 1|+ |x− 2|
x+ 199

< 1.

(−∞;−199)∪(−66;200)

26. (МГУ, геологич. ф-т, 1985 )
|x− 2|
|x− 1| − 1

> 1.

(−∞;0)∪(2;+∞)
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27. (МГУ, ф-т психологии, 1979 )

3

|x+ 3| − 1
> |x+ 2|.

[−5;−4)∪(−2;−2+
√
3]

28. (МГУ, биологич. ф-т, 1998 ) |x2 + 3x|+ |x+ 5| 6 x2 + 4x+ 9.

[−7;−2]∪[−1;+∞)

29. («Покори Воробьёвы горы!», 2006 ) |x+ 3| − |x2 + x− 2| > 1.

{−2}∪[0;2]

30. (МГУ, химический ф-т, 2000 )
∣∣x+ |1− x|∣∣ > 3.

(2;+∞)

31. (МГУ, геологич. ф-т, 1998 )∣∣∣∣x22 + x− 1√
2

∣∣∣∣− 3x+ 3

√
2

2
<

3x2

2
−
∣∣∣∣x22 + x−

√
2

∣∣∣∣ .

(−∞;−1−√4
√

2
3+1)∪(−1+√4

√
2

3+1;+∞)
32. («Физтех», 2011 )

20− 4|x|
|x2 + 11x+ 21| − 3

6 1.

(−∞;−9)∪(−8;−4)∪(−3;−2)∪[√233−15
2;+∞)

33. (МГУ, мехмат, 1999 ) Найти все x, при которых хотя бы одно из двух выражений

|x− 3| (|x− 5| − |x− 3|)− 6x и |x| (|x| − |x− 8|) + 24

неположительно, а его модуль не меньше модуля другого.

[3;5]

Равносильные переходы

34. (МГУ, геологич. ф-т, 1998 ) (x2 + 5x− 6) · |x+ 4|−1 < 0.

(−6;−4)∪(−4;1)

35. (МГУ, филологич. ф-т, 2006 )
5− 4x

|x− 2|
6 |2− x|.

(−∞;−1]∪[1;2)∪(2;+∞)
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36. (МГУ, географич. ф-т, 2003 )
6

|x|
> 7 + x.

(−∞;−6]∪[−1;0)∪(0;√73−7
2]

37. (МГУ, ВМК, 1998 )

2x >
5x+ 3

|x+ 2|
.

(−9+
√

57
4;−2)∪(−2;−1)∪(32;+∞)

38. (МГУ, мехмат, 2000 )

|x− 4| − |x− 1|
|x− 3| − |x− 2|

<
|x− 3|+ |x− 2|

|x− 4|
.

(3;4)∪(4;7)

39. (МГУ, физический ф-т, 1998 ) |x2 + 2x− 7| < 2x.

(−2+
√
11;
√
7)

40. (МГУ, физический ф-т, 2003 ) |x2 + 3x|+ x2 − 2 > 0.

(−∞;−
2
3]∪[12;+∞)

41.
∣∣|x3 − x− 1| − 5

∣∣ > x3 + x+ 8.

(−∞;−
3√
6]

42. (МГУ, ВМК, 2000 )
∣∣|x2 + 3x− 8| − x2

∣∣ > 8− x.

(−∞;−4]∪[−1;0]∪[4;+∞)

43. (МГУ,ф-т глобальных процессов, 2006 )

|x2 + x− 12|
x− 3

> 1.

(3;+∞)

44. (МГУ, ф-т почвоведения, 2005 ) |x− 1| 6 |x|.

[12;+∞)

45. (Моск. матем. регата, 2001, 8 ) |x+ 2000| < |x− 2001|.

(−∞;
1
2)

46. (МГУ, экономич. ф-т, 2001 ) |x2 − 8x+ 15| 6 |15− x2|.

[0;15
4]∪[4;+∞)
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47. (МГУ, химический ф-т, 2001 )

1

|x− 1|
>

1

|x+ 1|
.

(0;1)∪(1;+∞)

48. (МГУ, мехмат, 2008 )
∣∣|1− x2| − |x2 − 3x+ 2|

∣∣ > 3|x− 1|.

(−∞;−1]∪{1}∪[2;+∞)

49. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 )∣∣|2 + x− x2| − |x+ 1|
∣∣ > |x2 − 2x− 3|.

{−1}∪[2;+∞)
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7 Иррациональные уравнения и системы
Мы называем уравнение иррациональным, если оно содержит переменную под знаком корня
(квадратного, кубического и т. д.). Иррациональные уравнения обладают определённой специ-
фикой4; методам их решения и посвящён настоящий раздел.

7.1 Учёт ОДЗ

Напомним, что область допустимых значений (сокращённо ОДЗ) уравнения есть множество
значений переменной, при которых обе части данного уравнения имеют смысл.

В большинстве ситуаций специально искать ОДЗ нет необходимости — нужно лишь следить
за равносильностью осуществляемых преобразований. Однако в некоторых иррациональных
уравнениях дело не доходит до каких-либо специфических приёмов; достаточно оказывается
посмотреть на ОДЗ.

Задача. (МГУ, социологич. ф-т, 1997 ) Решить уравнение
√
5x− 10 = 2− x.

Решение. Найдём ОДЗ: 5x−10 > 0, то есть x > 2. При таких значениях x правая часть нашего
уравнения неположительна, а левая — неотрицательна. Следовательно, равенство возможно
лишь в том случае, когда обе части обращаются в нуль одновременно, то есть при x = 2.

Ответ: 2.

Задача. Решить уравнение
√
6x− x2 − 8 +

√
x− 4 = x2 − 7x+ 12.

Решение. Найдём ОДЗ:{
6x− x2 − 8 > 0,

x− 4 > 0
⇔

{
2 6 x 6 4,

x > 4
⇔ x = 4.

Таким образом, ОДЗ нашего уравнения состоит из одной-единственной точки, и остаётся
лишь проверить её. Подставляем x = 4 в уравнение и убеждаемся, что данное число действи-
тельно является корнем.

Ответ: 4.

7.2 Равносильные преобразования

Мы переходим к рассмотрению стандартных видов иррациональных уравнений. Здесь, как мы
уже говорили, предварительный поиск ОДЗ оказывается ненужным шагом; наиболее эффек-
тивно эти задачи решаются с помощью соответствующих равносильных переходов.

7.2.1 Уравнения вида
√
A =

√
B

Начнём с примера. Пусть надо решить уравнение
√
x =
√
2x+ 1.

4Говоря о специфике, мы, конечно, исключаем случаи вроде
√
x2 = 1; такое уравнение есть обычное уравнение

с модулем |x| = 1.
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В силу монотонности функции
√
x подкоренные выражения должны быть равны: x = 2x+1,

откуда x = −1. Однако подстановка этого значения x в уравнение даёт отрицательные числа
под знаком квадратного корня; следовательно, x = −1 не является корнем данного уравнения,
и потому оно не имеет решений.

Теперь рассмотрим общую ситуацию. Пусть имеется уравнение
√
A =

√
B,

где A и B — некоторые выражения, содержащие переменную (как правило, многочлены). Тогда,
во-первых, подкоренные выражения должны быть равны: A = B. Во-вторых, оба подкоренных
выражения должны быть неотрицательными; но в силу их равенства достаточно потребовать
неотрицательности одного из них. Таким образом, имеем:

√
A =

√
B ⇔

{
A = B,

A > 0

или
√
A =

√
B ⇔

{
A = B,

B > 0.

При этом естественно требовать неотрицательности того выражения, которое устроено проще.

Задача. Решить уравнение
√
3x2 − 3x− 11 =

√
2x2 − 4x− 5.

Решение. Уравнение равносильно системе:{
3x2 − 3x− 11 = 2x2 − 4x− 5,

2x2 − 4x− 5 > 0
⇔

{
x2 + x− 6 = 0,

2x2 − 4x− 5 > 0.

Уравнение полученной системы имеет корни x1 = 2 и x2 = −3. Непосредственной проверкой
убеждаемся, что x1 не удовлетворяет неравенству системы, а x2 удовлетворяет ему. Следова-
тельно, только x2 является корнем исходного уравнения.

Ответ: −3.
Ну а теперь представьте себе, что вы начали решение с поиска ОДЗ. Представили? ;-)
В данном уравнении было по большому счёту безразлично, неотрицательности какого из

двух подкоренных выражений требовать. А вот в следующей задаче это окажется существенно.

Задача. Решить уравнение √
x2 − 6x+ 4 =

√
x− 1.

Решение. Уравнение равносильно системе:{
x2 − 6x+ 4 = x− 1,

x− 1 > 0
⇔

{
x2 − 7x+ 5 = 0,

x− 1 > 0.

Уравнение полученной системы имеет корни

x1 =
7 +
√
29

2
, x2 =

7−
√
29

2
.
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Число x1 удовлетворяет неравенству системы очевидным образом и потому является корнем
исходного уравнения. Проверим x2:

x2 − 1 =
7−
√
29

2
− 1 =

5−
√
29

2
=

√
25−

√
29

2
< 0.

Следовательно, x2 не является корнем исходного уравнения.
Заметьте, что проверить неотрицательность выражения x − 1 (при таких-то x1 и x2!) ока-

зывается существенно легче, чем делать это для квадратного трёхчлена x2 − 6x+ 4.

Ответ: 7+
√
29

2
.

7.2.2 Уравнения вида A
√
B = 0

Рассмотрим уравнение
A
√
B = 0,

где A и B — выражения, содержащие переменную (как правило, многочлены). Тут возможны
два случая: 1) B = 0, и при этом A определено; 2) A = 0, и при этом B > 0. Таким образом,
имеет место эквивалентность:

A
√
B = 0 ⇔


{
B = 0,

A определено,{
A = 0,

B > 0.

(53)

Задача. (МГУ, мехмат, 1980 ) Решить уравнение

(x2 − 4)
√
x+ 1 = 0.

Решение. В силу (53) имеем:

(x2 − 4)
√
x+ 1 = 0 ⇔

x+ 1 = 0,{
x2 − 4 = 0,

x+ 1 > 0.

Первое уравнение совокупности даёт x = −1. Решением системы служит x = 2.

Ответ: −1, 2.

7.2.3 Уравнения вида
√
A = B

Снова начнём с примера. Решим уравнение
√
2− x = x.

Возведём обе части в квадрат:

2− x = x2 ⇔ x2 + x− 2 = 0 ⇔ x1 = 1, x2 = −2.

Поочерёдно подставляя x1 и x2 в наше уравнение, убеждаемся, что x1 является его корнем, а
x2 — не является (получается неверное числовое равенство 2 = −2).
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Почему в процессе решения возник лишний корень x2? Причина проста — мы возвели обе
части уравнения в квадрат, в результате чего неверное числовое равенство 2 = −2 стало вер-
ным равенством 4 = 4. Возведение в квадрат — неравносильное преобразование, которое может
приводить к появлению лишних корней. Эти лишние корни нужно затем исключить — либо
непосредственной проверкой (что не всегда удобно), либо с помощью некоторого дополнитель-
ного условия5.

Перейдём к рассмотрению общей ситуации. По определению арифметического квадратного
корня,

√
a есть такое число b > 0, что a = b2. Поэтому уравнение

√
A = B равносильно

уравнению A = B2 при дополнительном условии неотрицательности B:

√
A = B ⇔

{
A = B2,

B > 0.
(54)

Задача. (МГУ, физический ф-т, 1998 ) Решить уравнение
√
3x− x2 − 2 = 2x− 3.

Решение. В силу эквивалентности (54) имеем:

√
3x− x2 − 2 = 2x− 3 ⇔

{
3x− x2 − 2 = (2x− 3)2,

2x− 3 > 0.
(55)

Первое уравнение системы (55) приводится к виду

5x2 − 15x+ 11 = 0

и имеет корни

x1 =
15 +

√
5

10
, x2 =

15−
√
5

10
.

Неравенство системы (55) имеет вид

x >
3

2
.

Легко видеть, что

x1 >
15

10
=

3

2
, x2 <

15

10
=

3

2
.

Следовательно, корнем исходного уравнения является только x1.

Ответ: 15+
√
5

10
.

Замечание 1. Обратите внимание, что для обнаружения лишнего корня гораздо легче проверить
выполнение неравенства 2x− 3 > 0, чем непосредственно подставлять иррациональные x1 и x2
в исходное уравнение.

Замечание 2. Распространённое заблуждение новичка состоит в том, чтобы «начать с нахож-
дения ОДЗ», то есть с решения неравенства 3x−x2−2 > 0. В данном случае это бессмысленно,
так как подкоренное выражение 3x − x2 − 2 приравнивается в силу (55) к полному квадрату
(2x− 3)2 и потому автоматически оказывается неотрицательным.

5Возводя обе части уравнения в квадрат, мы переходим к уравнению, которое не равносильно исходному,
но является его следствием. Уравнение-следствие среди своих корней имеет все корни исходного уравнения и,
возможно, ещё какие-то корни.
Решая уравнение-следствие, мы получаем необходимые условия для корней исходного уравнения. После этого

нужно проверить, какие из этих условий являются к тому же достаточными
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7.2.4 Уравнения вида
√
A±
√
B = C

Наличие двух радикалов в уравнениях вида
√
A±
√
B = C приводит к необходимости двукрат-

ного возведения в квадрат.

Задача. (МГУ, ИСАА, 1991 ) Решить уравнение
√
3x− 5−

√
4− x = 1.

Решение. Перед первым возведением в квадрат полезно переписать уравнение в виде
√
3x− 5 = 1 +

√
4− x . (56)

Почему это полезно? Дело в том, что левая часть исходного уравнения может быть отрица-
тельной, и если мы захотим возводить в квадрат исходное уравнение, то придётся накладывать
дополнительное условие неотрицательности левой части:

√
3x− 5−

√
4− x > 0. А вот обе части

уравнения (56) неотрицательны, поэтому возведение уравнения (56) в квадрат будет равносиль-
ным преобразованием:

√
3x− 5 = 1 +

√
4− x ⇔ 3x− 5 =

(
1 +
√
4− x

)2
;

после очевидных преобразований приходим к уравнению
√
4− x = 2x− 5.

Данное уравнение, равносильное исходному, в свою очередь равносильно системе{
4− x = (2x− 5)2,

2x− 5 > 0.

Уравнение данной системы приводится к виду 4x2 − 19x + 21 = 0 и имеет корни x1 = 3,
x2 =

7
4
. Неравенству системы удовлетворяет лишь x1.

Ответ: 3.

Предваряя следующий пункт «Замена переменной», укажем здесь ещё один способ решения
данного уравнения. Делаем двойную замену

u =
√
3x− 5 , v =

√
4− x .

Зачем нам две переменных вместо одной? Дело в том, что наряду с исходным уравнением,
которое в этих обозначениях имеет вид u − v = 1, существует ещё одно простое соотношение
между u и v, не содержащее переменной x. А именно, заметим, что

u2 + 3v2 = 3x− 5 + 3(4− x) = 7.

В результате получаем систему {
u− v = 1,

u2 + 3v2 = 7.

Выражаем u из первого уравнения: u = v + 1, и подставляем во второе; получим

2v2 + v − 3 = 0 ⇔ v1 = 1, v2 = −
3

2
.

Значение v2 отпадает ввиду условия v > 0, а значение v1 приводит к уравнению
√
4− x = 1,

откуда x = 3.
Обратите внимание, что нам не понадобилось значение u. Его, разумеется, можно найти

(u = 2), и оно, очевидно, приводит к тому же самому значению x = 3.
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7.3 Замена переменной

В некоторых задачах бывает полезно сделать замену переменной, обозначив новой буквой име-
ющийся корень из некоторого выражения.

Задача. (МГУ, социологич. ф-т, 1999 ) Решить уравнение√
y − 2 = 7− y.

Решение. Мы уже умеем решать такие уравнения с помощью равносильного перехода (54).
Но здесь возможен и другой способ. Обозначим t =

√
y − 2; тогда t2 = y−2 и y = 2+ t2, причём

t > 0. Наше уравнение переписывается в виде:

t = 7− (2 + t2) ⇔ t2 + t− 5 = 0 ⇔ t1 =
−1 +

√
21

2
, t2 =

−1−
√
21

2
.

Условию t > 0 удовлетворяет лишь число t1. Поэтому обратная замена:

y = 2 + t21 = 2 +

(
−1 +

√
21

2

)2

=
15−

√
21

2
.

Ответ: 15−
√
21

2
.

Отметим, что характерной особенностью данного способа является отсечение лишних корней
ещё «на этапе переменной t»: корень t2 оказался лишним, будучи отрицательным.

Задача. (МГУ, ВМК, 1989 ) Решить уравнение

8
√
12 + 16x− 16x2 + 4x = 33 + 4x2.

Решение. Перепишем уравнение в виде:

4x− 4x2 + 16
√
3 + 4x− 4x2 = 33 ⇔

(
3 + 4x− 4x2

)
+ 16
√
3 + 4x− 4x2 − 36 = 0.

Замена t =
√
3 + 4x− 4x2 приводит к квадратному уравнению:

t2 + 16t− 36 = 0 ⇔ t1 = −18, t2 = 2.

Поскольку t > 0, число t1 отпадает. Обратная замена:

√
3 + 4x− 4x2 = t2 = 2 ⇔ 4x2 − 4x+ 1 = 0 ⇔ x =

1

2
.

Ответ: 1
2
.

Задача. (МФТИ, 2001 ) Решить уравнение
√
2x2 − 12x+ 46−

√
x2 − 6x+ 22 = 3.

Решение. Здесь, как и в предыдущем пункте, успешно работает двойная замена:

u =
√
2x2 − 12x+ 46 , v =

√
x2 − 6x+ 22 .

В самом деле,
u2 − 2v2 = 2x2 − 12x+ 46− 2(x2 − 6x+ 22) = 2
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(переменная x исчезла из данной разности), так что мы имеем систему{
u− v = 3,

u2 − 2v2 = 2.

Выражая u из первого уравнения и подставляя во второе, получим квадратное уравнение

v2 − 6v − 7 = 0 ⇔ v1 = −1, v2 = 7.

Число v1 отпадает ввиду условия v > 0, а обратная замена
√
x2 − 6x+ 22 = 7 даёт решения

x = 9 и x = −3.
Ответ: 9, −3.

7.4 Умножение на сопряжённое

Выражения
√
A +

√
B и

√
A −

√
B называются сопряжёнными. Произведение сопряжённых

выражений, будучи разностью квадратов, не содержит знаков квадратного корня.

Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 1985 ) Решить уравнение
√
3x2 − 1 +

√
x2 − x+ 1 =

√
3x2 + 2x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 4 .

Решение. Перепишем уравнение следующим образом:(√
3x2 + 2x+ 1−

√
3x2 − 1

)
+
(√

x2 + 2x+ 4−
√
x2 − x+ 1

)
= 0.

Выражения в обеих скобках умножим и разделим на сопряжённые (которые не обращаются в
нуль ни при каких значениях x):(√

3x2 + 2x+ 1−
√
3x2 − 1

) (√
3x2 + 2x+ 1 +

√
3x2 − 1

)
√
3x2 + 2x+ 1 +

√
3x2 − 1

+

+

(√
x2 + 2x+ 4−

√
x2 − x+ 1

) (√
x2 + 2x+ 4 +

√
x2 − x+ 1

)
√
x2 + 2x+ 4 +

√
x2 − x+ 1

= 0 ⇔

⇔ (3x2 + 2x+ 1)− (3x2 − 1)√
3x2 + 2x+ 1 +

√
3x2 − 1

+
(x2 + 2x+ 4)− (x2 − x+ 1)√
x2 + 2x+ 4 +

√
x2 − x+ 1

= 0 ⇔

⇔ 2x+ 2√
3x2 + 2x+ 1 +

√
3x2 − 1

+
3x+ 3√

x2 + 2x+ 4 +
√
x2 − x+ 1

= 0 ⇔

⇔ (x+ 1)

(
2√

3x2 + 2x+ 1 +
√
3x2 − 1

+
3√

x2 + 2x+ 4 +
√
x2 − x+ 1

)
= 0.

Допустимыми являются те значения x, которые удовлетворяют неравенству 3x2 − 1 > 0
(остальные подкоренные выражения, как легко проверить, положительны при любых x). При
всех допустимых значениях x выражение в скобках положительно, поэтому наше уравнение
равносильно системе {

x+ 1 = 0,

3x2 − 1 > 0
⇔ x = −1.

Ответ: −1.

75



7.5 Системы уравнений

При решении иррациональных систем используется весь известный вам арсенал средств: заме-
ны переменных и различные преобразования уравнений.

Задача. (МФТИ, 2002 ) Решить систему уравнений{√
11x− y −

√
y − x = 1,

7
√
y − x+ 6y − 26x = 3.

Решение. Делаем замену
u =

√
11x− y , v =

√
y − x .

Замечаем при этом, что

6y − 26x = 4(y − x)− 2(11x− y) = 4v2 − 2u2.

Таким образом, система переписывается в виде{
u− v = 1,

7v + 4v2 − 2u2 = 3.

Выражаем u из первого уравнения: u = v+1, и подставляем во второе; приходим к уравнению

2v2 + 3v − 5 = 0 ⇔ v1 = 1, v2 = −
5

2
.

Значение v2 отпадает ввиду условия v > 0, а значению v1 = 1 соответствует u = 2. Обратная
замена: {√

11x− y = 2,
√
y − x = 1,

откуда x = 1
2
, y = 3

2
.

Ответ:
(
1
2
, 3
2

)
.

Задача. (МФТИ, 2003 ) Найти все действительные решения системы уравнений3x− 1 =
y

x
+ 2
√
x+ y ,√

y +
√
x+ y = y − 3x− 6.

(57)

Решение. Действуем при следующих ограничениях:

x 6= 0, x+ y > 0, y +
√
x+ y > 0. (58)

Преобразуем первое уравнение, умножая его на x:

3x2 − x = y + 2x
√
x+ y ⇔ 4x2 = x2 + 2x

√
x+ y + (x+ y) ⇔

⇔ 4x2 =
(
x+
√
x+ y

)2 ⇔ (
x−
√
x+ y

) (
3x+

√
x+ y

)
= 0.

Соответственно, имеем два случая.
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1. Пусть сначала
√
x+ y = x; тогда

√
y +
√
x+ y =

√
y + x = x, и возникает дополнительное

ограничение
x > 0. (59)

При ограничениях (58) и (59) система (57) равносильна системе{
3x2 − x = y + 2x · x,
x = y − 3x− 6

⇔

{
x2 − x = y,

4x+ 6 = y,

что приводит к уравнению x2 − 5x − 6 = 0 с корнями x1 = −1 и x2 = 6. Корень x1 отпа-
дает ввиду ограничения (59), а значению x2 отвечает y = 30. Пара (6, 30) удовлетворяет
ограничениям (58) и потому является решением исходной системы.

2. Пусть теперь
√
x+ y = −3x; это даёт дополнительное к (58) ограничение

x 6 0. (60)

Второе уравнение системы (57) приобретает вид√
y − 3x = y − 3x− 6,

что является квадратным уравнением относительно переменной t =
√
y − 3x :

t2 − t− 6 = 0 ⇔ t1 = −2, t2 = 3.

Значение t1 отпадает ввиду t > 0, а значение t2 даёт уравнение y − 3x = 9.

Таким образом, при ограничениях (58) и (60) система (57) равносильна системе{
3x2 − x = y + 2x · (−3x),
y − 3x = 9

⇔

{
9x2 − x = y,

y = 3x+ 9,

что приводит к уравнению

9x2 − 4x− 9 = 0 ⇔ x1 =
2 +
√
85

9
, x2 =

2−
√
85

9
.

Значение x1 отпадает ввиду ограничения (60), а отрицательному значению x2 отвечает
y = 29−

√
85

3
. Пара

(
2−
√
85

9
, 29−

√
85

3

)
удовлетворяет ограничениям (58) и потому является

решением исходной системы.

Ответ: (6, 30);
(

2−
√
85

9
, 29−

√
85

3

)
.

Задача. («Физтех», 2010 ) Решить систему уравнений
√
25− x2 +

√
25− y2 = 7,

√
25− x2 −

√
25− y2 = 1

7
(y2 − 2x2 + 2x+ 3).

(61)

Решение. Вначале проясним логику дальнейших действий. Если в уравнении A = B обе
части не обращаются в нуль (а именно таково первое уравнение нашей системы), то имеет
место эквивалентность {

A = B,

C = D
⇔

{
A = B,

AC = BD
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(второе уравнение заменили произведением уравнений). В самом деле, очевидно, что любое
решение левой системы является в то же время и решением правой системы; вместе с тем,
всякое решение правой системы служит и решением левой, поскольку второе уравнение правой
системы можно сократить на ненулевой множитель A = B.

Итак, перемножаем уравнения системы (61):

y2 − x2 = y2 − 2x2 + 2x+ 3 ⇔ x2 − 2x− 3 = 0 ⇔ x1 = −1, x2 = 3.

Теперь достаточно поочерёдно подставить полученные значения x в первое уравнение исходной
системы (61) и найти соответствующие значения y.

Ответ:
(
−1,±2

√
7
√
6− 12

)
; (3,±4).

Задача. («Физтех», 2009 ) Решить систему уравнений
√
x2 +

√
9

4
x2 − 4y2 =

3

4
+ x,√

15

16
+ 3x+

8

3
y = 1− 8

3
y.

(62)

Решение. Сразу делаем замену t = 8
3
y (это несколько упростит дальнейшие выкладки):

√
x2 +

√
9

4
x2 − 9

16
t2 =

3

4
+ x,√

15

16
+ 3x+ t = 1− t

⇔

⇔



x2 +

√
9

4
x2 − 9

16
t2 =

9

16
+

3

2
x+ x2,

3

4
+ x > 0,

15

16
+ 3x+ t = 1− 2t+ t2,

1− t > 0

⇔



√
9

4
x2 − 9

16
t2 =

9

16
+

3

2
x,

3x =
1

16
− 3t+ t2,

x > −3

4
,

t 6 1.

(63)

Первое уравнение системы (63) умножим на 4
3
:

√
4x2 − t2 = 3

4
+ 2x,

и возведём в квадрат, что после упрощения даст уравнение −t2 = 9
16

+ 3x. Дополнительное
ограничение

3

4
+ 2x > 0 ⇔ x > −3

8

является усилением ограничения x > −3
4
. Система (63) таким образом равносильна системе

− t2 = 9

16
+ 3x,

3x =
1

16
− 3t+ t2,

x > −3

8
,

t 6 1.

(64)
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Из первых двух уравнений системы (64) получаем уравнение относительно t:

2t2 − 3t+
5

8
= 0 ⇔ t1 =

5

4
, t2 =

1

4
.

Значение t1 отпадает ввиду последнего ограничения системы (64), а значение t2 даёт x = − 5
24

и y = 3
32
.

Ответ:
(
− 5

24
, 3
32

)
.

Задачи

Во всех задачах, если не сказано иное, требуется решить уравнение или систему уравнений.

Учёт ОДЗ

1. (МГУ, социологич. ф-т, 1997 )
√
−3x+ 3 = x− 1.

1

2.
√
x2 − x+

√
2− x− x2 =

√
x− 1.

1

Равносильные преобразования

3. а)
√
x2 − 7x+ 1 =

√
2x2 − 15x+ 8; б)

√
2x2 + x− 4 =

√
3x+ 3.

а)7;б)
1+
√
15

2

4. (МГУ, ф-т гос. управления, 2006 )
√
x4 − 10x2 + 25 =

√
x4 − 4x2 + 4 .

±√7
2

5. (МГУ, мехмат, 1980 ) (x2 + x− 6)
√
x+ 1 = 0.

−1,2

6. (МГУ, экономич. ф-т, 1986 )
√
3x+ 4 (9x2 + 21x+ 10) = 0.

−
4
3,−

2
3

7. (МГУ, ф-т почвоведения, 1997 ) x =
√
8x+ 9.

9

8. (МГУ, географич. ф-т, 1993 )
√
13− 2x = 5− x.

2

9. (МГУ, географич. ф-т, 2000 )
√
3x+ 2 = 2x− 4.

19+
√
137

8
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10. (МГУ, географич. ф-т, 1982 ) x+
√
2x2 − 14x+ 13 = 5.

−2

11. (МГУ, ф-т психологии, 1996 )
√
2x2 − 21x+ 4 = 2− 11x.

0

12. (МГУ, географич. ф-т, 1999 )
√
2x2 − 8x+ 5 = x− 2.

2+
√
3

13. (МГУ, физический ф-т, 1985 )
√
x4 − 2x− 5 = 1− x.

−
√
3

14. (МГУ, ФНМ, 2001 ) 1
2
− x2 =

√
1
2
− x .

√
3−1
2

15. (МГУ, ВШБ, 2003 ) 22x2 + 10x =
√
1276x3 + 364x2 .

0,2

16. (МГУ, физический ф-т, 1999 )
√
x+ 2

√
2x+ 1 = x+ 4.

3+
√

65
2

17. (МГУ, ф-т почвоведения, 1998 )
√
x+ 1−

√
4x− 3 = 1.

7
9

18. (МГУ, ф-т психологии, 2001 )
√
x+ 2 +

√
8− x =

√
15 .

6±5
√
3

2

19. (МГУ, экономич. ф-т, 1982 )
√
x+ 1−

√
2x− 5 =

√
x− 2 .

3

20. (МГУ, социологич. ф-т, 2003 )
√
2x+ 3 +

√
x− 2 =

√
3x+ 7 .

3

21. (МГУ, физический ф-т, 2007 )
√
x− 2−

√
2x+ 2 =

√
2x− 5−

√
3x− 1 .

3

22. (МГУ, физический ф-т, 2000 ) 1√
x+2

+
√
x+ 2 =

√
3x+ 1 .

−1+
√

57
4

23. (МГУ, ф-т почвоведения, 2004 )
√
x2 + 5x+ 4−

√
x2 − x− 6 = −

√
2x2 + 4x− 2 .

−4
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Замена переменной
Следующую задачу убираем!

24. (МГУ, филологич. ф-т, 2007 ) −x−
√
−x = 10.

−25

25. (МГУ, МШЭ, 2006 )
√
x+ 3 = 9− x.

6

26. (МГУ, экономич. ф-т, 1983 ) x2 +
√
x2 + 11 = 31.

±5

27. (МГУ, геологич. ф-т, 1994 ) x2 + 2
√
x2 + 3x− 4 = 4− 3x.

−4,1

28. (МГУ, экономич. ф-т, 2006 ) 2
√
2x2 − x+ 8 = x− 2x2 + 7.

−
1
2;1

29. (МГУ, физический ф-т, 1999 )
√

4
x−2 + 1 = 1

x−2 .

√
5

30. («Покори Воробьёвы горы!», 2011, 10–11 ) 7x2 + 20x− 14 = 5
√
x4 − 20x2 + 4 .

−5−
√

33
2,−10−

√
118

3

31. («Покори Воробьёвы горы!», 2015, 10–11 )
∣∣x√1− x2 + x

∣∣ = √1 + x2 .

±√√5−1
2

Двойная замена

32. (МГУ, ф-т почвоведения, 1998 )
√
x+ 1−

√
5x− 6 = 1.

5
4

33. (МФТИ, 2001 )
√
2x2 − 8x+ 25−

√
x2 − 4x+ 13 = 2.

6,−2

34. («Покори Воробьёвы горы!», 2011, 9–11 ) 3
√
15x+ 1− x2 + 3

√
x2 − 15x+ 27 = 4.

0;2;13;15

35. (МГУ, географич. ф-т, 1995 ) 4

√
x− 3

2
+ 4
√
10− x = 2.

23±12
√
2

4

36. («Физтех», 2013, 10–11 ) Найдите сумму корней уравнения 3
√
x+ 5 +

√
3− x = 2.

−16
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37. (МГУ, химический ф-т, 2003 )(
1 +

1√
1− x

)
·
(
1 +

1√
1 + x

)
·
(√

1− x+
√
1 + x

)
= 8.

0

38. (МГУ, ИСАА, 2005 )
√
x+ 1 +

√
x2 + 4x+ 3 =

√
(x+ 2)3 .

√
5−3
2

39. (МГУ, химический ф-т, 2002 ) При каждом значении параметра a решить уравнение√
−x3 + (a− 1)x2 + (a− 1)x+ a = 2x2 + 3x+ 2− a.

Еслиa>0,тоx=−1±
√
a;еслиa<0,торешенийнет

Умножение на сопряжённое

40. (МГУ, геологич. ф-т, 1985 )
√
3x2 − 7x+ 3−

√
x2 − 2 =

√
3x2 − 5x− 1−

√
x2 − 3x+ 4 .

2

41. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 )

27x− 24

2x+
√
4x2 − 3

− 36x− 32√
4x2 − 3 +

√
4x2 + 1

= 9x2 − 26x+ 16.

8
9,

2+
√
13

3

Системы

42. (МГУ, ф-т психологии, 1981 ) {
x− y +

√
x2 − 4y2 = 2,

x5 ·
√
x2 − 4y2 = 0.

(4,2);(43,−2
3)

43. (МГУ, геологич. ф-т, 1995 ) {
x3 ·
√
x− y = 0,

2y2 + y = 21 + 2xy.

(21,21);(0,−7
2)
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44. (МГУ, мехмат, 1980 ) {√
x2 + 4xy − 3y2 = x+ 1,

x− y = 1.

(2,1)

45. (МГУ, химический ф-т, 1977 ) {√
x+ y − 1 = 1,√
x− y + 2 = 2y − 2.

(12,32)

46. (МГУ, геологич. ф-т, 1999 ) {
4x+ 5y =

√
16x2 − 25y2,

x2 + 6x− 7 = 0.

(1,0);(1,−4
5);(−7,285)

47. (МГУ, ВШБ, 2004 ) {
3
√
x+ 1 + 3

√
y − 2 = 1,

x+ y − 20 = 0.
(26,−6);(−9,29)

48. (МГУ, химический ф-т, 1991 ){√
2x− 1 +

√
y + 3 = 3,

2xy − y + 6x = 7.

(1,1);(52,−2)

49. (МГУ, физический ф-т, 2002 ) {
5
√

2x2 − y4 = 4x− 3y,

4
√

2x2 − y4 = 3x− 2y.

(0,0);(2√7,√7)

50. (МГУ, физический ф-т, 2006 ){
3x+ y +

√
9x2 − y2 = 6,

y
√

(3x+ y)(3x− y) = 2.

(8
9,

5±
√

7
3)
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51. («Физтех», 2016, 9–11 ) {
2x+

√
2x+ 3y − 3y = 5,

4x2 + 2x+ 3y − 9y2 = 32.

(174,52)

52. («Физтех», 2016, 9–11 ) Найдите все пары положительных чисел (x, y), удовлетворяющих
системе уравнений y − 2

√
xy −

√
y

x
+ 2 = 0,

3x2y2 + y4 = 84.

(13,3);(4√21
76,2

4√84
19)

53. (МФТИ, 2002 ) {√
x− 4y − 2

√
3y + x = 1,

7
√

3y + x+ 22y + 5x = 13.

(13,−3)

54. (МФТИ, 2005 ) 
1 + xy =

x2y2

2x− y
+

2x− y
xy

,

2x− y
xy

√
2x− y = 4− 3xy.

(1,1);(−1
2,−2)

55. (МФТИ, 2005 ) 
1 +

1√
x− 2y

=
xy

x− 2y
+

√
x− 2y

xy
,

xy

√
xy

x− 2y
= 2−

√
x− 2y .

(−1,−1);(2,12)

56. («Ломоносов», 2013, 9 ) 
x2 = 2

√
y2 + 1,

y2 = 2
√
z2 − 1− 2,

z2 = 4
√
x2 + 2− 6.

(√2,0,√2);(√2,0,−√2);(−√2,0,√2);(−√2,0,−√2)
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57. (МФТИ, 2003 ) 
1− 5y =

x

y
− 6
√
x− y ,√

x−
√
x− y = x− 5y − 6.

(42,6);(47+
√
229

5,
2+
√
229

25)

58. («Физтех», 2014 ) {
4x2 + y2 − 4xy = 4x− 2y + 3,√

6x− 3y = 2− xy.

(1,−1);(12,−2)

59. («Физтех», 2008 ) x+
√

x

x− y
=

42

x− y
,

xy − 4x = 9.

(9,5);(2−√62,214−9
√

62
58)

60. («Физтех», 2011 ) 
√
x2 − 2

3
y = y − x,

9

4
y2 + x3 = 2x+ 1.

(−1,0);(1−
√

5
2,0);(√113−9

2,
3
√
113−29
3)

61. («Физтех», 2010 ) {√
25− y2 −

√
25− x2 = 1,√

25− y2 +
√
25− x2 = x2 − 2y2 + 2y + 3.

(±4,3);(±24√
6;−1)

62. («Физтех», 2009 ) 
√

4

9
x2 +

√
x2 − 9y2 =

3

4
− 2

3
x ,√

15

16
− 2x− 4y = 1 + 4y.

(5
16;−

1
16)
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63. («Физтех», 2012 ) {
3x2 + 11xy + 10y2 + 10x+ 20y = 0,√
25− y(3x+ 5y + 10) +

√
y2 − 10y + 30 = 5.

(−14,7);(−6,3)
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8 Иррациональные неравенства
Как и в случае уравнений, мы называем неравенство иррациональным, если оно содержит пе-
ременную под знаком корня. Настоящий раздел посвящён методам решения иррациональных
неравенств.

8.1 Учёт ОДЗ

Напомним, что область допустимых значений (ОДЗ) неравенства есть множество значений
переменной, при которых обе части данного неравенства имеют смысл.

Задача. Решить неравенство √
2− x− x2 > −1.

Решение. Квадратный корень может принимать только неотрицательные значения, поэтому
данное неравенство выполнено всегда, когда квадратный корень определён. Иными словами,
множеством решений данного неравенства служит его ОДЗ:

2− x− x2 > 0 ⇔ −2 6 x 6 1.

Ответ: [−2; 1].
Поиск ОДЗ неравенства далеко не всегда является целесообразным занятием; однако в от-

дельных ситуациях предварительное нахождение ОДЗ даёт ключ к решению задачи.

Задача. Решить неравенство
√
15− 2x− x2 +

√
x− 3 > 2x− 7.

Решение. По виду неравенства ясно, что никакие стандартные методы тут работать не будут.
Давайте найдём ОДЗ:{

15− 2x− x2 > 0,

x− 3 > 0
⇔

{
− 5 6 x 6 3,

x > 3
⇔ x = 3.

Вот ситуация и прояснилась: ОДЗ состоит из одного-единственного числа. Поэтому достаточно
подставить x = 3 в неравенство и проверить, выполняется ли оно. Подставляем и убеждаемся,
что x = 3 — решение.

Ответ: 3.

8.2 Равносильные преобразования

Приступаем к рассмотрению стандартных видов иррациональных неравенств. В каждом из
случаев нет нужды предварительно искать ОДЗ; самое эффективное решение обеспечивается
соответствующими равносильными преобразованиями.

8.2.1 Неравенства вида
√
A <

√
B

Рассмотрим неравенство √
A <

√
B ,
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где A и B — некоторые выражения, содержащие переменную. В силу монотонного возрастания
функции

√
x должно быть выполнено неравенство A < B; но надо не забыть «подпереть нулём»

это неравенство снизу: 0 6 A < B. Таким образом, имеет место эквивалентность:

√
A <

√
B ⇔ 0 6 A < B ⇔

{
A < B,

A > 0.
(65)

Обратите внимание, что нет необходимости ради поиска ОДЗ решать неравенство B > 0.
Выражение B автоматически получается неотрицательным — ведь в силу системы (65) вели-
чина B больше неотрицательной величины A.

Ясно, что эквивалентность (65) сохраняется при замене знака < на 6.

Задача. Решить неравенство √
2x+ 4 <

√
x2 + 8x− 3 .

Решение. В силу (65) неравенство равносильно системе{
2x+ 4 < x2 + 8x− 3,

2x+ 4 > 0.
⇔

{
x2 + 6x− 7 > 0,

x > −2.

Первое неравенство системы имеет решения x < −7 или x > 1. Отсюда легко получаем ответ.

Ответ: (1;+∞).

Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 2006 ) Решить неравенство√
3

2
x2 − x3 >

√
3x− 5

2
x2 .

Решение. Неравенство равносильно системе
3

2
x2 − x3 > 3x− 5

2
x2,

3x− 5

2
x2 > 0

⇔

{
x3 − 4x2 + 3x 6 0,

5x2 − 6x 6 0
⇔

⇔

{
x(x− 1)(x− 2) 6 0,

x(5x− 6) 6 0
⇔


[
x 6 0,

1 6 x 6 2,

0 6 x 6
6

5

⇔

x = 0,

1 6 x 6
6

5
.

Ответ: {0} ∪
[
1; 6

5

]
.

8.2.2 Неравенства вида A
√
B > 0

Перейдём к рассмотрению неравенства6

A
√
B > 0.

6Мы берём именно случай нестрогого неравенства, так как он чаще встречается в экзаменационной практике;
разобравшись в нём, вы без труда напишете правильную эквивалентность для строгого неравенства.
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Ввиду неотрицательности корня возможны два случая: 1) B = 0, и при этом A определено;
2) A > 0, и при этом B > 0. Таким образом, имеет место эквивалентность:

A
√
B > 0 ⇔


{
B = 0,

A определено,{
A > 0,

B > 0.

(66)

Задача. (МГУ, ВМК, 1978 ) Решить неравенство

(x− 1)
√
x2 − x− 2 > 0.

Решение. В силу (66) неравенство равносильно совокупностиx
2 − x− 2 = 0,{
x− 1 > 0,

x2 − x− 2 > 0.

Уравнение совокупности имеет корни −1 и 2. Множество решений квадратного неравенства:
x < −1 или x > 2, поэтому множество решений системы есть x > 2. Объединяя множество
{−1, 2} корней уравнения c множеством решений системы, получаем ответ.

Ответ: {−1} ∪ [2; +∞).

Переходим к неравенствам, для решения которых требуется возведение обеих частей в квад-
рат. Сделаем предварительно два замечания.

1. При возведении в квадрат иррациональных уравнений можно в принципе обойтись без
равносильных переходов, так как лишние корни можно отсеять непосредственной пооче-
рёдной проверкой конечного набора корней уравнения-следствия (это бывает сложно тех-
нически, но теоретически всегда возможно). Однако в результате возведения в квадрат
неравенства может появиться бесконечное множество лишних решений, и все их прове-
рить уже не представляется возможным. Поэтому использование равносильных переходов
при решении иррациональных неравенств становится жизненной необходимостью.

2. Неравенство можно возводить в квадрат лишь в том случае, когда обе его части неотри-
цательны:

a < b ⇔ a2 < b2 при a, b > 0.

В противном случае верное неравенство может превратиться в неверное:

−3 < 2 → 9 < 4,

или, наоборот, неверное неравенство может превратиться в верное:

2 < −3 → 4 < 9.

8.2.3 Неравенства вида
√
A < B

Рассмотрим в качестве примера неравенство
√
3− x < x− 1.
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Если x − 1 6 0, то неравенство решений не имеет, поскольку арифметический квадратный
корень не может быть меньше неположительного числа.

Если x − 1 > 0, то обе части неравенства неотрицательны, и мы имеем право возвести
неравенство в квадрат:

3− x < (x− 1)2,

не забыв при этом, что подкоренное выражение должно быть неотрицательным:

3− x > 0.

Таким образом, имеем равносильный переход:

√
3− x < x− 1 ⇔


x− 1 > 0,

3− x < (x− 1)2,

3− x > 0.

Решая полученную систему, находим: x ∈ (2; 3].

После этого примера хорошо понятно, что в общем случае имеет место следующая эквива-
лентность:

√
A < B ⇔


B > 0,

A < B2,

A > 0.

(67)

Если же неравенство нестрогое, то величина B может быть нулём:

√
A 6 B ⇔


B > 0,

A 6 B2,

A > 0.

(68)

Задача. (МГУ, физический ф-т, 2005 ) Решить неравенство
√
3x− x2 + 10 <

√
10− x.

Решение. Согласно (67) неравенство равносильно системе


√
10− x > 0,

3x− x2 + 10 <
(√

10− x
)2
,

3x− x2 + 10 > 0

⇔


x <
√
10,

2x2 −
(
3 + 2

√
10
)
x > 0,

(x+ 2)(x− 5) 6 0

⇔



x <
√
10,x < 0,

x >
3

2
+
√
10 ,

− 2 6 x 6 5.

Из полученной системы легко находим −2 6 x < 0.

Ответ: [−2; 0).

Задача. (МГУ, мехмат, 2003 ) Решить неравенство√
5x7 − 32x3

5x− x3 − 4
6 x3.

Решение. Сразу же отметим, что имеет место разложение на множители

x3 − 5x+ 4 = (x− 1)(x2 + x− 4) = (x− 1)

(
x+

1 +
√
17

2

)(
x−
√
17− 1

2

)
.
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Согласно (68) неравенство равносильно системе
x3 > 0,

5x7 − 32x3

5x− x3 − 4
6 x6,

5x7 − 32x3

5x− x3 − 4
> 0

⇔


x > 0,

x3(x6 + 4x3 − 32)

5x− x3 − 4
6 0,

x3(5x4 − 32)

x3 − 5x+ 4
6 0

⇔

⇔



x > 0,

x3(x3 − 4)(x3 + 8)

(x− 1)
(
x+ 1+

√
17

2

)(
x−

√
17−1
2

) > 0,

5x3
(
x4 − 32

5

)
(x− 1)

(
x+ 1+

√
17

2

)(
x−

√
17−1
2

) 6 0

⇔



x > 0,

x3
(
x− 3
√
4
)

(x− 1)
(
x−

√
17−1
2

) > 0,

x3
(
x− 4

√
32
5

)
(x− 1)

(
x−

√
17−1
2

) 6 0

(69)

(мы разложили на множители разности квадратов и кубов, после чего, воспользовавшись усло-
вием x > 0, удалили все заведомо положительные сомножители).

Чтобы решить второе неравенство системы (69), нам нужно сравнить числа 3
√
4 и

√
17−1
2

(понятно, что оба они больше 1). Для этого сравним с нулём разность их кубов:

(
3
√
4
)3
−

(√
17− 1

2

)3

= 4− 17
√
17− 3 · 17 + 3

√
17− 1

8
=

= 4− 20
√
17− 52

8
= 4− 5

√
17− 13

2
=

21− 5
√
17

2
=

√
441−

√
425

2
> 0,

поэтому 3
√
4 >

√
17−1
2

. Теперь, решая второе неравенство (69) методом интервалов, получим

x = 0, 1 < x <

√
17− 1

2
, x > 3

√
4 (70)

(отрицательные значения x отброшены в силу первого неравенства (69)).
Для решения третьего неравенства системы (69) нужно сравнить числа 4

√
32
5
и
√
17−1
2

. Срав-
ниваем с нулём разность их четвёртых степеней:

32

5
−

(√
17− 1

2

)4

=
32

5
−

(
18− 2

√
17

4

)2

=
32

5
−

(
9−
√
17

2

)2

=

=
32

5
− 98− 18

√
17

4
=

32

5
− 49− 9

√
17

2
=

45
√
17− 181

2
=

√
34425−

√
32761

10
> 0,

поэтому 4

√
32
5
>
√
17−1
2

. Теперь решаем третье неравенство (69):

0 6 x < 1,

√
17− 1

2
< x 6 4

√
32

5
. (71)

Решением исходного неравенства служит пересечение «рамочек» — множеств (70) и (71).
Остаётся только сравнить числа 3

√
4 и 4

√
32
5
. Для этого сравниваем с нулём разность их 12-х

степеней: (
3
√
4
)12
−

(
4

√
32

5

)12

= 44 −
(
32

5

)3

= 256− 32768

125
=

32000− 32768

125
< 0.
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Следовательно, 3
√
4 < 4

√
32
5
, и окончательно имеем:

x = 0,
3
√
4 6 x 6 4

√
32

5
.

Ответ: {0} ∪
[

3
√
4; 4

√
32
5

]
.

8.2.4 Неравенства вида
√
A > B

Теперь в качестве примера рассмотрим неравенство
√
3− x > x− 1.

Пусть сначала x−1 < 0. Поскольку в левой части стоит неотрицательное выражение
√
3− x,

множеством решений неравенства в этом случае является ОДЗ: 3− x > 0.
Пусть теперь x − 1 > 0. Поскольку обе части неравенства неотрицательны, имеем право

возвести неравенство в квадрат: 3− x > (x− 1)2.
Таким образом, имеем эквивалентность:

√
3− x > x− 1 ⇔


{
x− 1 < 0,

3− x > 0,{
x− 1 > 0,

3− x > (x− 1)2

⇔


{
x < 1,

x 6 3,{
x > 1,

x2 − x− 2 < 0.

Решением первой системы служит множество x < 1. Решением второй системы служит
множество 1 6 x < 2. Объединяя эти множества, получаем ответ: x < 2.

Ясно теперь, что в общем случае имеет место эквивалентность:

√
A > B ⇔


{
B < 0,

A > 0,{
B > 0,

A > B2.

(72)

Аналогично в случае нестрого неравенства имеем:

√
A > B ⇔


{
B 6 0,

A > 0,{
B > 0,

A > B2.

(73)

Задача. (МФТИ, 1998 ) Решить неравенство

√
3x2 − 8x− 3 >

1− 2x

3
. (74)

Решение. В соответствии с совокупностью (72) рассмотрим два случая.
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Пусть сначала 1−2x
3

< 0, то есть

x >
1

2
. (75)

При ограничении (75) исходное неравенство (74) равносильно неравенству 3x2 − 8x − 3 > 0,
решения которого —

x 6 −1

3
, x > 3. (76)

Пересекая множества (75) и (76), получаем первую часть множества решений неравенства (74):

x > 3. (77)

Пусть теперь 1−2x
3

> 0, то есть

x 6
1

2
. (78)

При ограничении (78) неравенство (74) равносильно неравенству

3x2 − 8x− 3 >

(
1− 2x

3

)2

⇔ 23x2 − 68x− 28 > 0,

решения которого —

x < x1 =
34− 30

√
2

23
, x > x2 =

34 + 30
√
2

23
. (79)

Ясно, что x1 < 0 < 1
2
, x2 > 1 > 1

2
; пересекая множества (78) и (79), получим вторую часть

множества решений неравенства (74):

x <
34− 30

√
2

23
. (80)

Остаётся объединить «рамочки» — множества (77) и (80).

Ответ:
(
−∞; 34−30

√
2

23

)
∪ [3; +∞).

Задача. (МФТИ, 2006 ) Решить неравенство√√
16x+ 36 + 6 > x. (81)

Решение. При ограничении
x 6 0 (82)

неравенство (81) равносильно неравенству

√
16x+ 36 + 6 > 0 ⇔ x > −9

4
. (83)

Пересечение (82) и (83) даёт часть решений неравенства (81):

−9

4
6 x 6 0. (84)

Теперь рассмотрим случай
x > 0. (85)
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При ограничении (85) неравенство (81) равносильно неравенству
√
16x+ 36 + 6 > x2 ⇔

√
16x+ 36 > x2 − 6. (86)

Очевидно, что значения
0 < x 6

√
6 (87)

удовлетворяют неравенству (86). Остаётся рассмотреть ограничение

x >
√
6 , (88)

при котором неравенство (86) равносильно неравенству

16x+ 36 >
(
x2 − 6

)2 ⇔ x(x3 − 12x− 16) 6 0 ⇔ x(x+ 2)2(x− 4) 6 0.

Решения полученного неравенства, удовлетворяющие условию (88), суть значения

√
6 < x 6 4. (89)

Множество решений исходного неравенства (81) является объединением всех «рамочек», то
есть множеств (84), (87) и (89).

Ответ:
[
−9

4
; 4
]
.

8.3 Неравенства вида
√
A±
√
B < C

В таких неравенствах приходится два раза возводить в квадрат. Выражение C, кстати, тоже
может содержать знак корня, так что радикалов может быть и более двух. Знак неравенства в
заголовке выбран произвольно и роли не играет.

Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 1999 ) Решить неравенство
√
10x− x2 − 24 >

√
x2 − 13x+ 42−

√
x2 − 11x+ 30 .

Решение. Здесь полезно начать с нахождения ОДЗ:


10x− x2 − 24 > 0,

x2 − 13x+ 42 > 0,

x2 − 11x+ 30 > 0

⇔



4 6 x 6 6,[
x 6 6,

x > 7,[
x 6 5,

x > 6

⇔ 4 6 x 6 5, x = 6.

Перепишем исходное неравенство, разложив каждый из квадратных трёхчленов на множи-
тели: √

(6− x)(x− 4) >
√
(6− x)(7− x)−

√
(6− x)(5− x) (90)

(каждый из сомножителей неотрицателен в ОДЗ). Легко видеть, что x = 6 является решением
неравенства (90); остаётся рассмотреть данное неравенство на множестве E = [4; 5].

Делим обе части неравенства (90) на выражение
√
6− x, которое положительно на множе-

стве E, и приходим к равносильному на E неравенству
√
x− 4 >

√
7− x−

√
5− x ⇔

√
x− 4 +

√
5− x >

√
7− x .
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Обе части последнего неравенства положительны на множестве E; возводя в квадрат, получим
равносильное на E неравенство

1 + 2
√

(x− 4)(5− x) > 7− x ⇔ 2
√
9x− x2 − 20 > 6− x.

Поскольку 6− x > 0 на множестве E, снова возводим в квадрат:

4(9x− x2 − 20) > (6− x)2 ⇔ 5x2 − 48x+ 116 6 0.

Полученное неравенство равносильно на множестве E неравенству (90). Но ввиду отрицатель-
ности дискриминанта это квадратное неравенство не имеет решений. Следовательно, не имеет
решений на множестве E и неравенство (90). Таким образом, x = 6 — единственное решение
нашего неравенства.

Ответ: 6.

8.4 Дробно-иррациональные неравенства

Как вы знаете, метод интервалов применяется для решения рациональных (или, как ещё го-
ворят, дробно-рациональных) неравенств; в таких неравенствах фигурируют только дроби, у
которых числитель и знаменатель — многочлены. Если же в числителе или знаменателе появ-
ляется переменная под знаком корня, то мы будем говорить о дробно-иррациональных неравен-
ствах. Мы позволим себе не вдаваться в более подробное обсуждение этой терминологии; на
рассматриваемых ниже примерах станет ясно, о неравенствах какого типа идёт речь и какой
они обладают спецификой.

Задача. (МГУ, ф-т гос. управления, 2005 ) Решить неравенство

1 <

√
5(x− 5)√

x2 − 10x+ 26
.

Решение. Сразу сделаем замену t = x− 5:

1 <
t
√
5√

t2 + 1 .
(91)

Теперь замечаем, что выражение
√
t2 + 1 положительно при всех t, и поэтому можно умно-

жить на него обе части неравенства (91); получим равносильное неравенство
√
t2 + 1 < t

√
5,

которое решается уже известным вам способом. Легко находим t > 1
2
, откуда x > 11

2
.

Ответ:
(
11
2
; +∞

)
.

Задача. (МГУ, биологич. ф-т, 2003 ) Решить неравенство
√
16− x2
3− x

6 1. (92)

Решение. ОДЗ неравенства есть множество [−4; 3) ∪ (3; 4]. Пусть сначала x ∈ E1 = [−4; 3).
Тогда 3− x > 0; умножая неравенство на 3− x, получим равносильное на множестве E1 нера-
венство √

16− x2 6 3− x ⇔ 16− x2 6 (3− x)2 ⇔ 2x2 − 6x− 7 > 0.
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Решения полученного квадратного неравенства суть x 6 3−
√
23

2
и x > 3+

√
23

2
; пересекая это

с множеством E1 (и учитывая, что 3+
√
23

2
> 3+

√
16

2
> 3), получаем часть решений исходного

неравенства:

− 4 6 x 6
3−
√
23

2
. (93)

Пусть теперь x ∈ E2 = (3; 4]. Тогда 3 − x < 0 и неравенство (92) выполнено, поскольку
его левая часть неположительна. Значит, любой x ∈ E2 служит решением нашего неравенства.
Объединяя множества (93) и E2, получаем ответ.

Ответ:
[
−4; 3−

√
23

2

]
∪ (3; 4].

Задача. (МФТИ, 1997 ) Решить неравенство

26− 3x+
√
x2 − 2x− 24

x− 10
< −1.

Решение. Перенося −1 влево и приводя к общему знаменателю, получим равносильное нера-
венство

16− 2x+
√
x2 − 2x− 24

x− 10
< 0. (94)

ОДЗ этого неравенства есть множество (−∞;−4] ∪ [6; 10) ∪ (10;+∞).
Пусть сначала x ∈ E1 = (−∞;−4] ∪ [6; 10). Тогда x − 10 < 0, в силу чего неравенство (94)

равносильно на множестве E1 неравенству

16− 2x+
√
x2 − 2x− 24 > 0 ⇔

√
x2 − 2x− 24 > 2x− 16. (95)

Любой x < 8, входящий в E1, является решением неравенства (95). Если же x ∈ [8; 10), то
неравенство (95) равносильно неравенству

x2 − 2x− 24 > (2x− 16)2 ⇔ 3x2 − 62x+ 280 < 0,

решения которого образуют множество
(
20
3
; 14
)
, содержащее в себе рассматриваемое множество

[8; 10). Следовательно, любой x ∈ [8; 10) также является решением неравенства (95), и, значит,
множество E1 — часть множества решений нашего неравенства.

Пусть теперь x ∈ E2 = (10;+∞). Тогда x − 10 > 0, и неравенство (95) равносильно на
множестве E2 неравенству

16− 2x+
√
x2 − 2x− 24 < 0 ⇔

√
x2 − 2x− 24 < 2x− 16.

Ввиду того, что 2x − 16 > 0 на множестве E2, полученное неравенство в свою очередь равно-
сильно неравенству

x2 − 2x− 16 < (2x− 16)2 ⇔ 3x2 − 62x+ 280 > 0,

решения которого, принадлежащие E2, суть x > 14.

Ответ: (−∞;−4] ∪ [6; 10) ∪ (14;+∞).

Задача. («Физтех», 2012 ) Решить неравенство

3x+ 3

3−
√
x2 − 2x+ 10

6 1.
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Решение. Знаменатель, равный 3−
√

9 + (x− 1)2 , обращается в нуль при x = 1 и отрицателен
при всех x 6= 1. Следовательно, на множестве x 6= 1 наше неравенство равносильно неравенству

3x+ 3 > 3−
√
x2 − 2x+ 10 ⇔

√
x2 − 2x+ 10 > −3x.

Полученное неравенство не представляет трудностей, и вы легко доведёте дело до конца само-
стоятельно.

Ответ:
[
−5

4
; 1
)
∪ (1;+∞).

8.5 Замена переменной

В некоторых задачах бывает полезно сделать замену переменной, обозначив новой буквой име-
ющийся корень из некоторого выражения.

Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 1997 ) Решить неравенство

x

20−
√
x
< 10.

Решение. Обозначим
√
x = t; тогда x = t2. Наше неравенство принимает вид:

t2

20− t
< 10 ⇔ t2 + 10t− 200

t− 20
> 0 ⇔ (t− 10)(t+ 20)

t− 20
> 0.

Решаем полученное неравенство методом интервалов и делаем обратную замену:[
− 20 < t < 10,

t > 20
⇔

[
− 20 <

√
x < 10,

√
x > 20

⇔

[
0 6 x < 100,

x > 400.

Ответ: [0; 100) ∪ (400;+∞).

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2006 ) Решите неравенство
√
x+ 2 > x− 3.

Решение. Вы уже знаете, как решать подобные неравенства, но в данном случае можно по-
ступить и по-другому. Обозначим t =

√
x+ 2 ; тогда x = t2 − 2, и наше неравенство принимает

вид

t > (t2 − 2)− 3 ⇔ t2 − t− 5 < 0 ⇔ 1−
√
21

2
< t <

1 +
√
21

2
.

После обратной замены с учётом условия 1−
√
21

2
< 0 имеем:

1−
√
21

2
<
√
x+ 2 <

1 +
√
21

2
⇔

⇔ 0 6 x+ 2 <

(
1 +
√
21

2

)2

=
11 +

√
21

2
⇔ −2 6 x <

7 +
√
21

2
.

Ответ:
[
−2; 7+

√
21

2

)
.
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Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Найдите сумму целых чисел, являющихся
решениями неравенства

√
5x− 11−

√
5x2 − 21x+ 21 > 5x2 − 26x+ 32.

Решение. Обозначим u =
√
5x− 11, v =

√
5x2 − 26x+ 21. Наше неравенство запишется в виде

u− v > v2 − u2 ⇔ (u− v)(u+ v + 1) > 0.

Учитывая, что величина u+ v + 1 положительна при всех допустимых значениях x, имеем

u > v ⇔
√
5x− 11 >

√
5x2 − 21x+ 21 ⇔

⇔

{
5x− 11 > 5x2 − 21x+ 21,

5x2 − 21x+ 21 > 0
⇔

{
5x2 − 26x+ 32 6 0,

5x2 − 21x+ 21 > 0.
(96)

Система (96) равносильна исходному неравенству. Решения первого неравенства системы об-
разуют множество

[
2; 16

5

]
, которое содержит лишь два целых числа 2 и 3. Непосредственной

проверкой убеждаемся, что x = 2 не удовлетворяет второму неравенству (96), а x = 3 удовле-
творяет ему. Значит, исходное неравенство имеет единственное целое решение x = 3. Это и есть
ответ.

Ответ: 3.

8.6 Умножение на сопряжённое

В некоторых ситуациях полезно бывает умножить и разделить на выражение, сопряжённое
данному.

Задача. («Физтех», 2016, 9 ) Решите неравенство
√
x− 2

1−
√
x+ 1

> 1 +
√
x+ 1 .

Решение. Имеем:
√
x− 2√

x+ 1− 1
+
√
x+ 1 + 1 6 0 ⇔

(
√
x− 2)

(√
x+ 1 + 1

)(√
x+ 1− 1

) (√
x+ 1 + 1

) +√x+ 1 + 1 6 0 ⇔

⇔
(
√
x− 2)

(√
x+ 1 + 1

)
x

+
√
x+ 1 + 1 6 0 ⇔

(√
x+ 1 + 1

)(√x− 2

x
+ 1

)
6 0 ⇔

⇔
(√

x+ 1 + 1
) x+√x− 2

x
6 0.

ОДЗ нашего неравенства есть множество x > 0. На этом множестве полученное неравенство
равносильно неравенству

x+
√
x− 2 6 0 ⇔ −2 6

√
x 6 1 ⇔ 0 6 x 6 1.

В пересечении с ОДЗ имеем 0 < x 6 1.

Ответ: (0; 1].

Задача. (МГУ, ВМК, 2006 ) Решить неравенство

10

√
3x−

√
72x− 144 > 3x− 12.
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Решение. Сразу делаем замену t = 3x:

10

√
t−
√
24t− 144 > t− 12. (97)

Найдём ОДЗ данного неравенства:

t−
√
24t− 144 > 0 ⇔

√
24t− 144 6 t ⇔

⇔

{
t > 0,

0 6 24t− 144 6 t2
⇔


t > 0,

t > 6,

(t− 12)2 > 0

⇔ t > 6.

Умножим и разделим подкоренное выражение в (97) на сопряжённое t+
√
24t− 144 (которое

положительно при всех t > 6):

t−
√
24t− 144 =

(
t−
√
24t− 144

) (
t+
√
24t− 144

)
t+
√
24t− 144

=
t2 − (24t− 144)

t+
√
24t− 144

=
(t− 12)2

t+
√
24t− 144

.

В результате придём к равносильному неравенству

10|t− 12|√
t+
√
24t− 144

> t− 12 . (98)

Все значения t ∈ [6; 12) являются решениями неравенства (98), поскольку его правая часть
отрицательна при данных t, а левая — положительна. Значение t = 12, как легко видеть, не
является решением (98).

Пусть теперь t > 12. В этом случае неравенство (98) равносильно неравенству

10(t− 12)√
t+
√
24t− 144

> t− 12 ⇔ 10√
t+
√
24t− 144

> 1 ⇔
√
t+
√
24t− 144 < 10 ⇔

⇔ t+
√
24t− 144 < 100 ⇔

√
24t− 144 < 100− t ⇔

{
100− t > 0,

24t− 144 < (100− t)2
⇔

⇔

{
t < 100,

t2 − 224t+ 10144 > 0
⇔


t < 100,[
t < 112− 20

√
6,

t > 112 + 20
√
6

⇔ t < 112− 20
√
6.

Итак, имеем множество решений неравенства (97):

6 6 t < 12, 12 < t < 112− 20
√
6.

Остаётся сделать обратную замену x = t/3 и получить множество решений исходного неравен-
ства:

2 6 x < 4, 4 < x <
112− 20

√
6

3
.

Ответ: [2; 4) ∪
(
4; 112−20

√
6

3

)
.
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Задачи

Во всех задачах требуется решить неравенство.

Учёт ОДЗ

1. а)
√
x2 + 2x− 3 > −2; б)

√
2 + x− x2 +

√
x− 2 > 3x− 7.

а)(−∞;−3]∪[1;+∞);б)2

2. (МГУ, геологич. ф-т, 1994 )
√
4x− 3− x2 6= 0.

(1;3)

3. («Покори Воробьёвы горы!», 2015, 9 )
√
x2 − 1 +

√
x2 − 4x+ 3 +

√
2x+ 3− x2 > 2.

−1,1,3

4. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 )√
2x1006 − (x2012 + 1) > 3x1799 + 1.

−1
5. (МГУ, ВМК, 2006 ) √

x2 − 22x+ 121

x2 − 24x+ 140
> 50x− 2x2 − 309.

(−∞;10)∪{11}∪(14;+∞)

Равносильные преобразования

6. а)
√
2− x <

√
3x2 − 2x− 2; б)

√
3x− 23

4
>
√
x2 + 2x− 8.

а)(−∞;−1)∪(43;2];б)[2;1+
√
10

2]

7. (МГУ, геологич. ф-т, 2006 )
√

5
2
x2 − x3 >

√
6x− 5

2
x2 .

{0}∪[2;12
5]

8. («Ломоносов», 2011, 11 )
√
x2 − 1 6

√
5x2 − 1− 4x− x3 .

(−∞;−1]∪{2}

9. (МГУ, ИСАА, 2004 )
√
x2 − 25 · (x− 3) < 0.

(−∞;−5)
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10. (МГУ, биологич. ф-т, 2006 )
√
x+ 1 · (x2 + 3x− 4) > 0.

{−1}∪[1;+∞)

11. (МГУ, геологич. ф-т, 1988 ) (x2 + 8x+ 15)
√
x+ 4 > 0.

{−4}∪[−3;+∞)

12. (МГУ, экономич. ф-т, 1986 )
√
−25x2 + 15x− 2 (8x2 − 6x+ 1) > 0.

[15;1
4]∪{2

5}

13. (МГУ, физический ф-т, 1996 )

x− 2

x
√
10 + 3x− x2

> 0.

(−2;0)∪(2;5)

14. (МГУ, биологич. ф-т, 2001 ) √
x2 + 5x− 84

x− 7
> 0.

{−12}∪(7;+∞)

15. (МГУ, географич. ф-т, 2004 ) √
x6 − 64

x− 3
> 0.

{−2,2}∪(3;+∞)

16. (МГУ, ИСАА, 2001 ) √
2x2 − 5x− 3

6 + 3
√
3x− 2x2

6 0.

(−∞;−
√
3

2)∪{−1
2,3}∪(2√3;+∞)

17. (МГУ, мехмат, 1983 ) √
6 + x− x2
2x+ 5

>

√
6 + x− x2
x+ 4

.

[−2;−1]∪{3}

18. (МГУ, геологич. ф-т, 1992 )
√
10x− 1 + 1 6 5x.

[2+√2
5;+∞)

19. (МГУ, геологич. ф-т, 1984 )
√
2x2 − 18x+ 16 < x− 4.

[8;10)

20. (МГУ, экономич. ф-т, 2003 )
√
5− 4x− x2 > −2x− 1.

[−2;1]
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21. (МФТИ, 1998 )
√
2x2 − 7x− 4 > −x− 1

4
.

(−∞;
15−
√

290
4)∪[4;+∞)

22. (МГУ, МШЭ, 2007 )
√
x2 − 3x+ 2 6 x− 1.

{1}∪[2;+∞)

23. (МГУ, геологич. ф-т, 2004 )
√
441− x2 6 x+ 21.

{−21}∪[0;21]

24. («Физтех», 2015, 10 )
√
x2 − 16 ·

√
2x− 1 6 x2 − 16.

{4}∪[5;+∞)

25. (МГУ, физический ф-т, 2006 )√
(3− x)

√
2x2 + 2x− 4 6 3− x.

[−4−√29;−2]∪[1;√29−4]∪{3}

26. (МГУ, экономич. ф-т, 2007 ) Для каждого значения x, удовлетворяющего условию

x2 − |x| − 42 = 0,

найдите все числа y, для которых выполнено неравенство

−7
√
y2 − 10y + 34 > 4x+ 7.

Еслиx=−7,тоy=5;еслиx=7,тотакихyнесуществует

27. (МГУ, биологич. ф-т, 2003 )

1−
√

1− x
7− 4x

6 x.

[34;1]∪(74;+∞)

28. (МГУ, мехмат, 2010 )
1− x
x

>

√
3x− 2

3x+ 4
.

[23;4
5)

29. (МГУ, ИСАА, 2006 ) √
243 + 9x− 2x2

2x+ 3
> 9− x.

(−3
2;0)∪(92;27

2]
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30. (МГУ, мехмат, 2003 ) √
4x7 − 10x3

4x− x3 − 3
6 x3.

{0}∪[4√5
2;

3√
2]

31. («Физтех», 2010 ) √
3− x
1 + x

> −x.

(−1;3]

32. (МФТИ, 2008 ) √
3

3x2 − 2x− 1
>

1

2− x
.

(−∞;−
1
3)∪(1;13

10]∪(2;+∞)

33. (МФТИ, 2008 ) √
2− 13

9
x

2− x
6 x− 1.

[43;18
13]∪[83;+∞)

34. (МГУ, мехмат, 1995 )
4x+ 15− 4x2√
4x+ 15 + 2x

> 0.

[−15
4;−

3
2)∪(−3

2;
5
2]

35. (МФТИ, 2003 ) √
16−

√
132− 16x3 < 4− x.

[−3√31
4;
√
2)

36. (МФТИ, 2006 ) √√
12x+

169

4
+

13

2
> x.

[−169
48;4]

37. («Физтех», 2007 ) (√
x+ 4 + x− 2

) (√
4x+ 9 + x− 3

)
√
6− x− 4x2 − x3

6 0.

0

38. (МГУ, ИСАА, 2002 ) x
√
2− x 6 x2 − x− 2−

√
2− x .

(−∞;−1]∪{2}
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39. (МГУ, ф-т психологии, 1993 )
√
1− x−

√
x > 1√

3
.

[0;3−
√
5

6)

40. (МГУ, ф-т фунд. мед., 2003 )
√
2− x−

√
4 + x 6

√
x+ 3 .

[−1+2
√
29

5;2]

41. (МФТИ, 2001 )
√
x2 + 4x+ 3 < 1 +

√
x2 − 2x+ 2 .

(−∞;−3]∪[−1;√17−1
8)

42. (МГУ, экономич. ф-т, 1998 )
√
x2 + 3x+ 2−

√
x2 − x+ 1 < 1.

(−∞;−2]∪[−1;−1+
√
13

6)

43. (МГУ, геологич. ф-т, 1999 )
√
4x− x2 − 3 >

√
x2 − 7x+ 12−

√
x2 − 5x+ 6 .

3

44. (МГУ, геологич. ф-т, 2002 )
√
6x− x2 − 8−

√
7− 2x >

√
8x− x2 − 15 .

3,
7
2

Дробно-иррациональные неравенства

45. (МГУ, ф-т психологии, 1999 )
5x− 3√
7x− 4

< 1.

(4
7;

37+
√

69
50)

46. (МГУ, ф-т гос. управления, 2005 )

1 <

√
2(x− 4)√

x2 − 8x+ 17
.

(5;+∞)

47. (МГУ, ВМК, 1982 )
9x2 − 4√
5x2 − 1

6 3x+ 2.

[−2
3;−

1√
5)∪(1√

5
;
5
2]

48. (МГУ, физический ф-т, 2001 )
1√
3− x

>
1

x− 2
.

(−∞;2)∪(3+
√

5
2;3)
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49. (МГУ, биологич. ф-т, 2003 ) √
x2 − 2

4− 2x
> −1.

(−∞;−
√
2]∪[√2;2)∪[8+√10

3;+∞)

50. (МГУ, физический ф-т, 2002 )
√
9 + 4x− x2
3− x

< 1.

[2−√13;0)∪(3;2+
√
13]

51. (МГУ, ф-т психологии, 1998 )
√
4x+ 7− 3x+ 5

16− 3x2 + 22x
6 0.

[−7
4;−

2
3)∪[17+√127

9;8)

52. (МГУ, геологич. ф-т, 2003 )
√
x2 − 6x− 7

x− 7
>
x+ 1

3
.

(−∞;−2]∪{−1}∪(7;8]

53. (МФТИ, 1997 )
13− 6x+

√
4x2 − 2x− 6

5− 2x
> 1.

(−∞;−1]∪[32;5
2)∪(72;+∞)

54. (МГУ, мехмат, 1990 ) √
1− x3 − 1

1 + x
6 x.

[−2;−1)∪[0;1]

55. (МГУ, ДВИ, 2011 ) √
5x+ 3− 1√
3x+ 2− 1

> 1.

[−3
5;−

1
2)∪(−1

3;+∞)

56. («Физтех», 2012 )
2x+ 8

8−
√
x2 − 2x+ 65

6 1.

[−5;1)∪(1;+∞)

105



57. (МФТИ, 1999 ) √
2x3 − 22x2 + 60x

x− 6
> 2x− 10.

[0;4]∪{5}∪(6;15
2]

58. (МФТИ, 2006 ) √
4x3 − 12x+ 8

x+ 1
6
√
4x+ 7 .

[−7
4;−1)∪[4√

15−1;+∞)

59. (МФТИ, 2007 ) √
3− 4x

5 + 4x
+

√
5 + 4x

2
√
3− 4x− 2

> 0.

(−5
4;

1
2)

60. («Ломоносов», 2010 )

1√
−x− 4

− 1√
x+ 6

6 1 +
1√

(x+ 6)(−x− 4)
.

(−6;−5+2√√5−2]
Замена переменной

61. (МГУ, геологич. ф-т, 1997 )
30 >

x

60−
√
x

[0;900)∪(3600;+∞)

62. (МГУ, физический ф-т, 2000 ) 2x2 +
√
2x3 > x.

(3−
√
5

4;+∞)

63. (МФТИ, 2005 ) √√
x− 2

3

x− 23
27

6
1√
x− 1

3

.

(19;4
9]∪[1;15+4

√
11

9]

64. («Покори Воробьёвы горы!», 2006 )
√
x+ 3 > x− 2.

[−3;5+
√

21
2)

65. (МГУ, ф-т почвоведения, 1981 )
√
4x− 8 > x− 5.

[2;11]
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66. (МГУ, ф-т почвоведения, 1996 )

2

2−
√
x+ 3

6 1.

{−3}∪(1;+∞)

67. (МГУ, биологич. ф-т, 1993 )

5

√
1− 1

x
>

7x− 1

x
.

(−1
3;−

1
8)

68. (МГУ, химический ф-т, 2001 )

1(√
2−x
x
− x+1

2x

)2 > 0.

(0;1
5)∪(15;1)∪(1;2]

69. (МГУ, ФНМ, 2000 ) √
2− 2

x+ 1
<

√
2 +

2

x
+ 1.

(−∞;−2)∪(0;+∞)

70. (МГУ, экономич. ф-т, 1998 )√
x+ 8

(
3−
√
8 + x

)
<

x+ 16

2
√
8 + x− 10

.

(17;248)

71. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Найдите сумму целых чисел, являющихся реше-
ниями неравенства √

6x− 13−
√
3x2 − 13x+ 13 > 3x2 − 19x+ 26.

7

72. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Решите неравенство
√
x− 4√

x√
1 + 1

x
− 3√

x

> 1.

(0;3]∪(8;+∞)
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73. (МГУ, мехмат, 2002 )

3

√
2x− x

√
x− 1 +

√
x+ 3
√
1− 2x 6 0.

{0}∪[12;1]∪[3+√5
2;+∞)

74. («Покори Воробьёвы горы!», 2010, 10–11 ) Один из корней квадратного уравнения

px2 + qx+ 1 = 0 (p < 0)

равен 2010. Решите неравенство
x+ q

√
x+ p > 0.

x>
1

20102

Умножение на сопряжённое

75. («Физтех», 2016, 9 ) Решите неравенство
√
2− x− 2

1−
√
3− x

> 1 +
√
3− x .

[1;2)

76. («Ломоносов», 2015, 10–11 ) Решите неравенство

√
x2 − x− 56−

√
x2 − 25x+ 136 < 8

√
x+ 7

x− 8
.

(−∞;−7]∪(18;20)

77. (МГУ, мехмат, 2003 )

5 ·

√√
x+ 4 +

√
x+ 3√

x+ 4−
√
x+ 3

+ 4 ·

√√
x+ 4−

√
x+ 3√

x+ 4 +
√
x+ 3

6 9
√
x+ 4 .

−3

78. (МГУ, ВМК, 2006 )

11

√
2x−

√
48x− 144 > 2x− 12.

[3;6)∪(6;133−22
√

6
2)

79. («Покори Воробьёвы горы!», 2013, 10–11 )

4x+ 2 +
√
4− x > x2 +

√
x2 − 5x+ 2 .

(2−√6;5−
√
17

2]
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9 Комбинированные уравнения и неравенства
Данный раздел посвящён уравнениям и неравенствам, в которых переменная присутствует как
под знаком корня, так и под знаком модуля. Никаких новых методов здесь нет; в разбираемых
задачах работают те же идеи и приёмы, с которыми вы уже познакомились выше.

Задача. (МФТИ, 2007 ) Решить уравнение

5
√

1 + |x2 − 1| = 3 + |5x+ 3|.

Решение. Замена t = 5x приводит к уравнению√
25 + |t2 − 25| = 3 + |t+ 3|. (99)

Точками перемены знака хотя бы одного из выражений под модулем служат значения t = ±5
и t = 3. Соответственно, рассматриваем четыре промежутка.

1. Если t 6 −5, то левая часть уравнения (99) равна
√
t2 = |t| = −t, и уравнение принимает

вид
−t = 3− t− 3 ⇔ 0 = 0.

Получилось верное числовое равенство, которое означает, что все значения t 6 −5 явля-
ются решениями уравнения (99).

2. Если −5 6 t 6 −3, то уравнение (99) принимает вид
√
50− t2 = −t.

Легко видеть, что это уравнение имеет единственный корень t = −5, который мы уже
получили выше.

3. Если −3 6 t 6 5, то уравнение (99) принимает вид
√
50− t2 = t+ 6.

Правая часть полученного уравнения положительна при рассматриваемых t, поэтому оно
равносильно уравнению

50− t2 = (t+ 6)2 ⇔ t2 + 6t− 7 = 0

с корнями 1 и −7, из которых лишь t = 1 принадлежит расматриваемому промежутку и
потому служит решением уравнения (99).

4. Наконец, если t > 5, то уравнение (99) примет вид

t = 3 + t+ 3,

а такое уравнение не имеет решений.

Итак, решениями уравнения (99) служат значения t 6 −5 и t = 1. Остаётся сделать обрат-
ную замену x = t/5 и записать ответ.

Ответ: (−∞;−1] ∪
{

1
5

}
.

Задача. (МГУ, физический ф-т, 2005 ) Решите систему{
y + 2

√
x+ y = 15− x,

|x− 2(2y + 1)|+ 3|x− 4(y − 1)| = 6.
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Решение. Преобразуем первое уравнение:

(x+ y) + 2
√
x+ y + 1 = 16 ⇔

(√
x+ y + 1

)2
= 16,

что с учётом положительности выражения
√
x+ y + 1 равносильно уравнению

√
x+ y + 1 = 4 ⇔ x+ y = 9. (100)

Перейдём ко второму уравнению системы:

|x− 4y − 2|+ 3|x− 4y + 4| = 6,

которое после замены t = x− 4y примет вид

|t− 2|+ 3|t+ 4| = 6. (101)

Если t 6 −4, то уравнение (101) равносильно

2− t− 3(t+ 4) = 6 ⇔ t = −4;

это значение годится. Если −4 6 t 6 2, то (101) равносильно

2− t+ 3(t+ 4) = 6 ⇔ t = −4;

то же самое. Наконец, если t > 2, то (101) равносильно

t− 2 + 3(t+ 4) = 6 ⇔ t = −1;

это не годится. Итак, уравнение (101) имеет единственный корень t = −4, откуда

x− 4y = −4. (102)

В результате получаем систему уравнений (100) и (102), равносильную исходной системе:{
x+ y = 9,

x− 4y = −4.

Данная система решается элементарно.

Ответ:
(
32
5
, 13

5

)
.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 ) Решите неравенство
√
7− x · |x2 − 3| 6

√
7− x · |x2 − 14x+ 27|.

Решение. ОДЗ неравенства есть множество x 6 7. Заметим, что x = 7 является решением.
При x < 7 сокращение нашего неравенства на положительную величину

√
7− x приводит к

равносильному неравенству

|x2 − 3| 6 |x2 − 14x+ 27| ⇔
(
x2 − 3

)2
6
(
x2 − 14x+ 27

)2 ⇔
⇔

(
(x2 − 3)− (x2 − 14x+ 27)

) (
(x2 − 3) + (x2 − 14x+ 27)

)
6 0 ⇔

⇔ (7x− 15)(x2 − 7x+ 12) 6 0 ⇔
(
x− 15

7

)
(x− 3)(x− 4) 6 0,
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которое легко решается методом интервалов: x 6 15
7
, 3 6 x 6 4. Все эти значения x удовлетво-

ряют ограничению x < 7 и потому являются решениями исходного неравенства.

Ответ:
(
−∞; 15

7

]
∪ [3; 4] ∪ {7}.

Задача. (МГУ, физический ф-т, 2000 ) Решите неравенство√
x2 + |1− x| − 2 > x− 1. (103)

Решение. Пусть сначала x ∈ E1 = (−∞; 1). Тогда неравенство (103) равносильно неравенству√
x2 + (1− x)− 2 > x− 1 ⇔

√
x2 − x− 1 > x− 1.

Правая часть полученного неравенства отрицательна при рассматриваемых x, поэтому оно
равносильно на множестве E1 неравенству

x2 − x− 1 > 0 ⇔

x 6
1−
√
5

2
,

x >
1 +
√
5

2
.

В пересечении с множеством E1 (с учётом того, что 1−
√
5

2
< 1 и 1+

√
5

2
> 1) получаем часть

решений неравенства (103):

x 6
1−
√
5

2
. (104)

Пусть теперь x ∈ E2 = [1;+∞). В этом случае неравенство (103) равносильно неравенству
√
x2 + x− 3 > x− 1,

которое ввиду неотрицательности своей правой части равносильно на множестве E2 неравенству

x2 + x− 3 > (x− 1)2 ⇔ x >
4

3
. (105)

Все эти значения x принадлежат множеству E2 и потому служат решениями неравенства (103).
Остаётся объединить множества (104) и (105).

Ответ:
(
−∞; 1−

√
5

2

]
∪
(
4
3
; +∞

)
.

Задача. (МГУ, ВМК, 1994 ) Решить неравенство
√
x− 3 6 3− |x− 6|.

Решение. Не составляет труда и здесь снять модуль на двух промежутках, решая в каж-
дом случае простое иррациональное неравенство. Но в этой задаче можно поступить изящнее.
Сделаем замену t =

√
x− 3 и придём к неравенству

t 6 3− |t2 − 3| ⇔ |t2 − 3| 6 3− t (106)

при ограничении
t > 0. (107)
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Как вы знаете из раздела «Неравенства с модулем», неравенство (106) равносильно системе{
t2 − 3 6 3− t,
t2 − 3 > t− 3

⇔

{
t2 + t− 6 6 0,

t2 − t > 0
⇔

⇔

{
(t+ 3)(t− 2) 6 0,

t(t− 1) > 0
⇔


− 3 6 t 6 2,[
t 6 0,

t > 1

⇔

[
− 3 6 t 6 0,

1 6 t 6 2,

откуда с учётом ограничения (107) имеем t = 0 или 1 6 t 6 2. Теперь обратная замена:[√
x− 3 = 0,

1 6
√
x− 3 6 2

⇔

[
x = 3,

4 6 x 6 7.

Ответ: {3} ∪ [4; 7].

Задача. («Физтех», 2013 ) Решите неравенство

1√
|x+ 2| − 1

6
1

5 + x
. (108)

Решение. Найдём ОДЗ данного неравенства:

{
|x+ 2| − 1 > 0,

5 + x 6= 0
⇔


[
x < −3,
x > −1,

x 6= −5
⇔

x < −5,− 5 < x < −3,
x > −1.

Заметим, что при x < −5 неравенство (108) не имеет решений, поскольку его левая часть по-
ложительна, а правая — отрицательна. Поэтому будем решать наше неравенство на множестве
E = (−5;−3) ∪ (−1;+∞).

Оба знаменателя в (108) положительны при x ∈ E; умножая неравенство на положительную
величину (5 + x)

√
|x+ 2| − 1, получим равносильное на множестве E неравенство√

|x+ 2| − 1 > 5 + x,

которое ввиду условия 5 + x > 0 равносильно на E неравенству

|x+ 2| − 1 > (5 + x)2 ⇔ |x+ 2| > x2 + 10x+ 26,

эквивалентное в свою очередь (снова вспоминае раздел «Неравенства с модулем») совокупности[
x+ 2 > x2 + 10x+ 26,

x+ 2 6 −(x2 + 10x+ 26)
⇔

[
x2 + 9x+ 24 6 0,

x2 + 11x+ 28 6 0.

Первое неравенство этой совокупности не имеет решений (дискриминант отрицателен), а реше-
ния второго неравенства составляют отрезок −7 6 x 6 −4. Пересекая этот отрезок с множе-
ством E, получаем множество −5 < x 6 −4 решений неравенства (108).

Ответ: (−5;−4].

Задача. («Ломоносов», 2007 ) Решите неравенство
√
x+ 8− |2x+ 1|√
7− x− |2x+ 1|

> 1. (109)
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Решение. Радикалы определены при{
x+ 8 > 0,

7− x > 0
⇔ −8 6 x 6 7.

Поэтому решаем неравенство (109) на множестве E = [−8; 7]. Преобразуем:
√
x+ 8− |2x+ 1|√
7− x− |2x+ 1|

− 1 > 0 ⇔
√
x+ 8−

√
7− x√

7− x− |2x+ 1|
> 0 ⇔

√
x+ 8−

√
7− x

√
7− x−

√
(2x+ 1)2

> 0. (110)

Последнее преобразование понадобилось нам вот зачем. Поскольку функция y =
√
x монотон-

но возрастает, знак разности
√
A −

√
B совпадает со знаком разности A − B. Следовательно,

неравенство (110) эквивалентно на множестве E неравенству

(x+ 8)− (7− x)
(7− x)− (2x+ 1)2

> 0 ⇔ 2x+ 1

4x2 + 5x− 6
6 0 ⇔ 2x+ 1

4(x+ 2)
(
x− 3

4

) 6 0,

которое легко решается методом интервалов:

x < −2, −1

2
6 x <

3

4
. (111)

Пересекая множество (111) с множеством E, получаем ответ.

Ответ: [−8;−2) ∪
[
−1

2
; 3
4

)
.

Задачи

Во всех задачах требуется решить уравнение, систему уравнений или неравенство.

1. (МГУ, биологич. ф-т, 2004 )
√
x+ 2 = |x− 1|.

3±
√

13
2

2. (МГУ, химический ф-т, 2007 ) (x2 − 7|x|+ 6)
√
4x+ 23 = 0.

−
23
4;±1;6

3. (МГУ, географич. ф-т, 1996 )
√
2− x2 = |x| − 1.

±
1+
√

3
2

4. (МГУ, географич. ф-т, 1999 )√
|x2 + 14x+ 47| − 1 = |x+ 7| − 1.

−9,−8,−6,−5

5. (МГУ, мехмат, 1994 ) 3
√
x+ 4 = 5− 2|x+ 2|.

−
15
4,−3,−

7
4

6. (МГУ, ф-т психологии, 2003 ) |3x+ 1|+
√
3x+ 4 6 3.

{−4
3}∪[−1;0]
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7. (МГУ, геологич. ф-т, 2001 ) |x− 6|+
√
3x+ 1 6 5.

[5;25−
√
145

2]

8. (МФТИ, 1997 )
∣∣3√x+ 2− x

∣∣+∣∣x− 3
√
x+ 3

∣∣= 9.

16

9. (МФТИ, 2007 )
√

25 +
∣∣16x2 − 25

∣∣ = 4 + 4|x+ 1|.

(−∞;−
5
4]∪{−1

4}

10. (МГУ, экономич. ф-т, 1996 ) {
| − x| − 3

√
y + 3 = 1,(

−x
√
−x
)2 − y = 10.

(−2,−2)

11. (МГУ, физический ф-т, 2003 ){√
x− y = 9− |x+ 2y|,

x(x+ 4y − 2) + y(4y + 2) = 41.

(5,1);(13;−11
3)

12. (МГУ, физический ф-т, 2005 ){
x+ 4

√
x− y = y + 12,

|2(x+ 1) + y|+ 2|2x+ y − 1| = 3.

(53;−7
3)

13. («Физтех», 2016, 9–10 )

8
∣∣x−√x+ 2

∣∣+ 2x
√
x < x2 + x+ 28.

[0;4)∪(9;+∞)

14. («Покори Воробьёвы горы!», 2014, 10–11 )
√
9− x · |x2 − 1| 6

√
9− x · |x2 − 10x+ 13|.

(−∞;
7
5]∪[2;3]∪{9}

15. (МГУ, химический ф-т, 2006 )
√
1− |x| > x− 2.

[−1;1]
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16. (МГУ, геологич. ф-т, 1997 )√
|x+ 1| − 1 >

√
|x+ 1| − 1997 .

(−∞;−1998]∪[1996;+∞)

17. (МГУ, ВШБ, 2003 ) ∣∣∣√x+ 4− 2
∣∣∣ > 6√

x+ 4− 3
.

[−4;5)∪(21;+∞)

18. (МГУ, физический ф-т, 2003 )
√
12x2 + 42x+ 1 + |2x2 + 7x| > 9.

(−∞;−4]∪[12;+∞)

19. (МГУ, мехмат, 1998 )
3
√
|x+ 1| − 3 >

√
x2 − 2x− 3 .

[3;11+
√
61

2]

20. (МГУ, биологич. ф-т, 1997 )
√
|1− 8x| − 2 6 x+ 1.

[−5+
√
23;−

1
8]∪[38;3−√5]∪[3+

√
5;+∞)

21. (МГУ, физический ф-т, 2000 )
√
x2 + |x− 4| − 18 > x− 4.

(−∞;
1−
√

57
2]∪(389;+∞)

22. (МГУ, физический ф-т, 1997 )
√
x2 + x+ 4 6 2x+ |3x− 2|.

(−∞;0]∪[78;+∞)

23. (МГУ, географич. ф-т, 2003 )

2
√
9− x2 < x+ 3

(√
2 + 1

)
−
∣∣∣x+ 3

(√
2− 1

)∣∣∣ .

[−3;−3√
2)∪(−3√

2
;0)∪(0;3]

24. (МГУ, ВМК, 1998 ) ∣∣√x− 4− 3
∣∣ > ∣∣√9− x− 2

∣∣+ 1.

[4;13
2)
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25. (МГУ, ИСАА, 1999 ) √
x2 − 3− 3

|x+ 2| − 5
> 1.

(−∞;−7)∪[√3;3)

26. (МГУ, ВМК, 2004 )
x2 − 4√

15 + 2x− x2
> |x| − 2.

(−3;−2]∪[3−√31
2;

√
23−1
2]∪[2;5)

27. (МГУ, мехмат, 1996 )
x3 − 8 + 6x(2− x)

|3− 4x|
6
√
4x− 3 .

(34;7]

28. (МФТИ, 2000 ) √
−x2 + 7x− 6

|x2 − 6x+ 5| − |x2 − 2x− 3|
6 0.

[1;2)∪(2+
√
3;6]

29. (МФТИ, 2005 )
|x2 − 5x+ 6|+ |9− 2x| − 5√

19x2 − 4x3 − 4x+ 19
6 0.

[2;3+
√
41

2]

30. (МФТИ, 2002 ) √
500 + 30x− 2x2

2x+ 5
> 10− |x|.

(−∞;−10)∪(−5
2;0)∪(52;25]

31. («Физтех», 2013 )
1√

|x− 3| − 1
6

1

6− x
.

[5;6)

32. (МФТИ, 2003 )
1√

x2 + 4x− 5− 4
<

1

2|x+ 6| − 5
.

(−8−√6;−17
2)∪(−7;−20+

√
22

3)∪[1;3)
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33. (МГУ, ВМК, 1990 )
√
9x2 − 48x− 21 +

√
9x2 − 51x− 15 6 |3x− 6|.

[27−4
√
66

9;
8−
√

85
3]∪[17+√349

6;
27+4

√
66

9]

34. («Покори Воробьёвы горы!», 2011 )
√
x− x2 + 2 + x2 > 4− 5|x− 2|.

[−1;2)

35. («Ломоносов», 2005 )
x
(
3x+ 2− 2

√
3− 2x− x2

)
> 3|x|

[−3;8
√
3−19
13]∪{0}∪[1113;1]

36. («Ломоносов», 2007 ) √
8− x− |2x− 1|√
x+ 7− |2x− 1|

6 1.

[−7;−3
4)∪[12;2)

37. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) При каких значения параметра a неравенство

1

3
√
x
+

1√
4− x

+

∣∣∣∣ 1

3
√
x
− 1√

4− x

∣∣∣∣+ a 6 0

имеет единственное решение? Найдите это решение.

a=−
5
6,x=

16
25
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10 Функции в уравнениях и неравенствах
В настоящем разделе рассматриваются уравнения и неравенства, при решении которых исполь-
зуются различные свойства функций: монотонность, симметрия графика, периодичность.

10.1 Монотонность

Монотонно возрастающая (убывающая) функция принимает каждое своё значение ровно один
раз. Этот факт можно использовать следующим образом: подбираем корень соответствующего
уравнения, а потом из соображений монотонности доказываем, что других корней нет.

Задача. (МГУ, ВМК, 1991 ) Решить уравнение
√
x+ 4 + x− 2 = 0.

Решение. Разумеется, не представляет труда решить это уравнение с помощью равносильного
перехода или замены переменной. Но возможен и ещё один способ — самый простой в этой
ситуации.

Рассмотрим функцию f(x) =
√
x+ 4 + x − 2 с областью определения E = [−4;+∞). Заме-

тим, что f(0) = 0, так что x = 0 — корень нашего уравнения. Будучи суммой двух монотонно
возрастающих функций y =

√
x+ 4 и y = x− 2, функция f также является монотонно возрас-

тающей на множестве E. Следовательно, ни при каких значениях x, кроме нуля, функция f в
нуль не обращается. Поэтому других корней, кроме нуля, наше уравнение не имеет.

Ответ: 0.

Задача. (МГУ, биологич. ф-т, 2005 ) Решить неравенство
√
2− x < x+ 4.

Решение. Запишем данное неравенство в виде f(x) < 0, где

f(x) =
√
2− x+ (−x− 4).

Областью определения функции f является множество E = (−∞; 2]. Будучи суммой двух
монотонно убывающих функций y =

√
2− x и y = −x − 2, функция f монотонно убывает

на множестве E. Заметим, что f(−2) = 0; следовательно, неравенство f(x) < 0 равносильно
системе {

x > −2,
x ∈ E

⇔ −2 < x 6 2.

Ответ: (−2; 2].

Задача. («Ломоносов», 2006 ) Решите неравенство
√
x+ 1− 1 6 −x|x− 2| − 4x.

Решение. Запишем наше неравенство в виде f(x) 6 1, где

f(x) =
√
x+ 1 + x|x− 2|+ 4x.

Функция g(x) =
√
x+ 1 монотонно возрастает на своей области определения E = [−1;+∞).

Рассмотрим функцию

h(x) = x|x− 2|+ 4x =

{
6x− x2, если x 6 2;
x2 + 2x, если x > 2.
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Функция y = 6x − x2 монотонно возрастает при x 6 3 (и, в частности, при x 6 2), а функ-
ция y = x2 + 2x монотонно возрастает при x > −1 (и, в частности, при x > 2); поэтому
функция h монотонно возрастает на всей числовой прямой (для наглядности постройте график
y = h(x)). Значит, функция f(x) = g(x)+h(x) монотонно возрастает на множестве E. Замечая,
что f(0) = 1, приходим к выводу, что наше неравенство f(x) 6 1 равносильно системе{

x 6 0,

x ∈ E
⇔ −1 6 x 6 0.

Ответ: [−1; 0].
Замечание. Обратите внимание, сколь существенной оказалась группировка второго и третье-
го слагаемого функции f с объединением их в функцию h. Рассмотрение трёх слагаемых по
отдельности не привело бы к цели: первое и третье являются монотонно возрастающими функ-
циями, однако второе (y = x|x− 2|) — нет!

Задача. («Ломоносов», 2005 ) Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение∣∣|x− a|+ 2x
∣∣+ 4x = 8|x+ 1|

не имеет ни одного корня.

Решение. Запишем уравнение в виде f(x) = 0, где

f(x) =
∣∣|x− a|+ 2x

∣∣+ 4x− 8|x+ 1|.

Функция f является кусочно-линейной: на каком бы промежутке мы ни снимали модули, наша
функция будет иметь вид f(x) = kx+ b.

Если x ∈ E1 = (−∞;−1], то наименьшее возможное значение k равно −1 − 2 + 4 + 8 = 9;
следовательно, k > 0 при любом x ∈ E1, и функция f монотонно возрастает на множестве E1.
Если же x ∈ E2 = (−1;+∞), то наибольшее возможное значение k равно 1 + 2 + 4 − 8 = −1;
значит, k < 0 при всех x ∈ E2, и функция f монотонно убывает на множестве E2.

Таким образом, функция f достигает в точке x = −1 своего наибольшего значения на R;
множество значений функции f есть луч (−∞; c], где

c = f(−1) =
∣∣|a+ 1| − 2

∣∣− 4.

Уравнение f(x) = 0 не имеет решений тогда и только тогда, когда c < 0, то есть∣∣|a+ 1| − 2
∣∣− 4 < 0 ⇔

∣∣|a+ 1| − 2
∣∣ < 4 ⇔

⇔ −4 < |a+ 1| − 2 < 4 ⇔ −2 < |a+ 1| < 6 ⇔ −7 < a < 5.

Ответ: (−7; 5).

10.2 Симметрия, периодичность

Перейдём к задачам, в которых существенную роль играет какая-либо симметрия графика
функции или её периодичность.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2010, 10–11 ) Решите уравнение f
(√

x+ 4
)
= f(2x), где

f(t) = 2t− t2 при всех действительных t.
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Решение. Парабола y = 2t − t2 симметрична относительно прямой t = 1, поэтому значения
этой функции в точках t1 и t2 могут совпадать в двух случаях — если эти точки или совпадают,
или симметричны относительно точки t = 1:

f(t1) = f(t2) ⇔

t1 = t2,

t1 + t2
2

= 1.

Таким образом, имеем:

f
(√

x+ 4
)
= f(2x) ⇔

[√
x+ 4 = 2x,
√
x+ 4 + 2x = 2.

(112)

Первое уравнение полученной совокупности равносильно системе{
x+ 4 = 4x2,

x > 0
⇔ x =

1 +
√
65

2
.

Второе уравнение совокупности (112) имеет корень x = 0, который является единственным, так
как левая часть уравнения есть функция, монотонно возрастающая на своей области опреде-
ления.

Ответ: 0, 1+
√
65

8
.

Задача. (МГУ, химический ф-т, 1989 ) Решить уравнение

(2x+ 1)
(
2 +

√
(2x+ 1)2 + 3

)
+ 3x

(
2 +
√
9x2 + 3

)
= 0.

Решение. Данное уравнение имеет вид

f(2x+ 1) + f(3x) = 0, (113)

где
f(t) = t

(
2 +
√
t2 + 3

)
.

Функция f определена на всей числовой прямой и является нечётной: f(−t) = −f(t). При
t > 0 функция f монотонно возрастает, будучи произведением двух монотонно возрастающих
функций y = t и y = 2+

√
t2 + 3 , принимающих только положительные значения. Ввиду своей

нечётности функция f монотонно возрастает поэтому и при t < 0.
Пусть для чисел a и b выполнено равенство f(a)+f(b) = 0, то есть f(b) = −f(a). Поскольку

f(−a) = −f(a), имеем f(b) = f(−a), что ввиду монотонности функции f эквивалентно b = −a
или a+ b = 0. Таким образом, уравнение (113) равносильно уравнению

2x+ 1 + 3x = 0 ⇔ x = −1

5
.

Ответ: −1
5
.

Задача. (МГУ, ф-т почвоведения, 2000 ) Пусть f(x) — периодическая функция с периодом 8,
такая, что f(x) = 8x− x2 при x ∈ [0; 8]. Решите уравнение

f(2x+ 16) + 23 = 5f(x). (114)
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Решение. Обе части уравнения (114) являются функциями, периодическими с периодом 8
(левая часть периодична даже с периодом 4, но это не важно). В силу указанной периодичности
множество корней этого уравнения (если оно непустое) распадается на серии, в каждой из
которых любые два корня отличаются на целое число, кратное 8. Значит, нам достаточно найти
корни уравнения (114) на отрезке [0; 8], после чего все корни найдутся путём прибавления к
найденным значениям слагаемого 8n, n ∈ Z.

Обозначим t = 2x + 16. Имеем два различных случая расположения переменной x на рас-
сматриваемом отрезке [0; 8].

1. Если x ∈ E1 = [0; 4], то t ∈ [16; 24], и тогда

f(2x+ 16) = f(t) = 8(t− 16)− (t− 16)2 = 8 · 2x− (2x)2 = 16x− 4x2.

Уравнение (114) принимает вид

16x− 4x2 + 23 = 5(8x− x2) ⇔ x2 − 24x+ 23 = 0 ⇔

[
x = 1,

x = 23.

Множеству E1 принадлежит только x = 1.

2. Если x ∈ E2 = [4; 8], то t ∈ [24; 32], и тогда

f(2x+ 16) = f(t) = 8(t− 24)− (t− 24)2 = 8(2x− 8)− (2x− 8)2 = −4x2 + 48x− 128.

Теперь уравнение (114) принимает вид

−4x2 + 48x− 128 + 23 = 5(8x− x2) ⇔ x2 + 8x− 105 = 0 ⇔

[
x = 7,

x = −15.

Множеству E2 принадлежит только x = 7.

Итак, на отрезке [0; 8] уравнение (114) имеет два корня: x = 1 и x = 7. Следовательно,
множество всех корней данного уравнения состоит из двух серий: 1 + 8n и 7 + 8n, n ∈ Z.
Ответ: 1 + 8n, 7 + 8n, n ∈ Z.

Задачи

1. (МГУ, социологич. ф-т, 2004 ) Дана функция

y(x) = |x− 3|+ |2x− 4|+ 1.

1) Найти наименьшее значение функции y(x).
2) Решить неравенство y(x) > 8.

1)2;2)(−∞;0)∪(143;+∞)

Монотонность

2. (МГУ, геологич. ф-т, 1995 ) Решить уравнение:
√
5x− 6 + x = 4.

2
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3. (МГУ, химический ф-т, 1996 ) Решить неравенство:
√
x+ 5 > 7− x.

(4;+∞)

4. (МГУ, биологич. ф-т, 2005 ) Решить неравенство:
√
x− 1 < 3− x.

[1;2)

5. («Покори Воробьёвы горы!», 2013, 8–9 ) Решите систему уравнений{
x(1 + x2)(1 + x4) + y(1 + y2)(1 + y4) = 0,

xy + 1000 = 0.

(10√10,−10√10);(−10√10,10√10)

6. («Ломоносов», 2014, 9 ) Решите уравнение

(x2 − 7x) · 2013
√

(x2 − 7x)2 + 1 + (2x+ 6) · 2013
√

(2x+ 6)2 + 1 = 0.

2;3

7. («Высшая проба», 2012, 9 ) Докажите, что все положительные корни многочлена

x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)− 1

больше 1/8.

8. («Высшая проба», 2012, 10 ) Докажите, что все положительные корни многочлена

x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4)− 2

больше 1/14.

9. (МФТИ, 2004 ) Решить неравенство

1

x− 1
+

5

6− 3
√
6 + x− x2

>
1

1 + |x− 1|
.

[−2;−1)∪(1;6
5)∪(2;3]

10. (МГУ, мехмат, 2001 ) Решите уравнение

3x− 2|x− 2| = 3
√
3x+ 18− 2

∣∣∣√3x+ 18− 2
∣∣∣ .

6
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11. («Ломоносов», 2006 ) Решите неравенство
√
4− x− 2 6 x|x− 3|+ 4x.

[0;4]

12. («Ломоносов», 2005 ) Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение∣∣|x− a|+ 2x
∣∣+ 4x = 8|x+ 1|

не имеет ни одного корня.

(−7;5)

13. (МГУ, ф-т психологии, 2004 ) Найдите все значения параметра a, при которых уравнение∣∣x2 − 5|x|
∣∣ = a(x+ 4)

имеет ровно три различных решения.

0;1

14. («Ломоносов», 2011, 10–11 ) Сколько решений имеет уравнение

1

(x− 1)2
+

1

(x− 2)2
=

2

x2
?

Одно

15. (ОММО, 2010 ) Решите уравнение f(f(x)) = f(x), где f(x) = 5
√
3− x3 − x .

1

16. (ОММО, 2010 ) Решите уравнение f(f(x)) = f(x), где f(x) = 2−x
3−x − 5.

−1

17. (МГУ, ВМК, 2001 ) Функция f(x) определена, возрастает и отрицательна на всей числовой
прямой. Решите неравенство

2f(x2 − 2x− 112) +
∣∣f(x2 − 2x− 112)− 3f

(
−2x
√
32− 2x

)∣∣(
3f
(
−2x
√
32− 2x− 112

)
− 2f

(
−2x
√
32− 2x

))7 > 0.

(−13−√57;8)

Симметрия, периодичность

18. («Покори Воробьёвы горы!», 2010, 10–11 ) Решите уравнение f
(√

x+ 9
)
= f(3x), где f(t) =

= 3t− t2 при всех действительных t.

0,
1+
√
325

18
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19. (МГУ, химический ф-т, 1989 ) Решить уравнение

(2x+ 1)
(
1 +

√
(2x+ 1)2 + 7

)
+ x

(
1 +
√
x2 + 7

)
= 0.

−
1
3

20. (МГУ, ф-т почвоведения, 2000 ) Пусть f(x) — периодическая функция с периодом 1, такая,
что f(x) = x2 при x ∈ [0; 1). Решите уравнение

f(2x+ 5) + 2f(x) = 1.

1√
6
+n,

2
3+n,n∈Z

21. (МГУ, экономич. ф-т, 1997 ) Функция f определена на всей числовой прямой, является
нечётной, периодической с периодом 4 и на промежутке 0 6 x 6 2 её значения вычисляются по
правилу f(x) = 1− |x− 1|. Решить уравнение

2f(x)f(x− 8) + 5f(x+ 12) + 2 = 0.

−
3
2+4n,−

1
2+4k,n,k∈Z

22. (МГУ, экономич. ф-т, 1997 ) Функция f определена на всей числовой прямой, является
нечётной, периодической с периодом 4 и на промежутке −2 6 x 6 0 её значения вычисляются
по правилу f(x) = 2x(x+ 2). Решить уравнение

2f(−3− x)− 3√
f
(
x
2
+ 3

4

)
−
√
2
= 0.

−
1
2+8n,n∈Z

23. («Ломоносов», 2014, 10–11 ) Дана функция f(x) =
∣∣|x + 2| − 4

∣∣. Сколько корней имеет
уравнение

f (f (. . . f (f(x)) . . .)) = 1,

в котором функция f берётся 2014 раз?

4032
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11 Минимаксные задачи
В данном разделе мы рассматриваем уравнения и неравенства, которые не поддаются решению
изложенными выше стандартными методами. Чтобы стало понятно, о каких задачах идёт речь,
начнём с примера.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Решите уравнение√
1− |x− 2|+

√
4x− x2 = 3 + |x− 2|.

Решение. Напрашивается замена t = |x − 2|, но это скорее для отвода глаз: даже после этой
замены стандартное возведение в квадрат приводит к громоздким выкладкам и уравнению
четвёртой степени. Дело тут совершенно в другом. Запишем уравнение в виде√

1− |x− 2|+
√

4− (x− 2)2 = 3 + |x− 2|. (115)

Первое слагаемое левой части не превосходит
√
1 = 1, второе слагаемое не превосходит√

4 = 2. Поэтому левая часть (115) не превосходит 3, причём равенство левой части тройке
достигается лишь при x = 2. С другой стороны, правая часть (115) не меньше 3, а равен-
ство правой части тройке достигается опять-таки при x = 2. Следовательно, равенство (115)
возможно в том единственном случае, когда обе части одновременно равны 3, то есть при x = 2.

Ответ: 2.

В общем виде наши рассуждения выглядят следующим образом. Пусть имеется уравнение

f(x) = g(x). (116)

Функции f и g могут быть устроены так, что это уравнение не решается обычными мето-
дами. Предположим, однако, что нам удалось найти такое число M , что для всех допустимых
значений x выполнены неравенства f(x) > M и g(x) 6 M . Тогда равенство (116) возможно
лишь в том случае, когда одновременно f(x) =M и g(x) =M ; иными словами, наше «нереша-
емое» уравнение (116) оказывается равносильно системе{

f(x) =M,

g(x) =M.
(117)

А эту систему уже получается решить стандартными приёмами.
Решение системы (117) — это такое значение x, при котором функция f(x) достигает своего

минимума и в то же время функция g(x) достигает своего максимума. Поэтому рассматривае-
мые задачи называются минимаксными7.

Простейшая минимаксная ситуация — равенство нулю суммы неотрицательных выражений
(квадратов, модулей, квадратных корней). В таком случае каждое слагаемое обязано обращать-
ся в нуль, и это существенно упрощает решение.

Задача. (МФТИ, 1999 ) Найти все действительные решения системы уравнений{
x2 + 7x− y + 11 = 0,

y2 + 3x− y + 15 = 0.

Решение. Сложим наши уравнения:

x2 + 10x+ y2 − 2y + 26 = 0 ⇔ (x2 + 10x+ 25) + (y2 − 2y + 1) = 0 ⇔ (x+ 5)2 + (y − 1)2 = 0.

7Другие названия данного метода — метод оценок, метод экстремальных оценок, метод мажорант.
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Если сумма квадратов двух чисел равна нулю, то каждое из чисел равно нулю, поэтому из по-
следнего равенства с необходимостью вытекает, что x = −5 и y = 1. Однако ответ писать рано:
нужно проверить ещё, что полученная пара удовлетворяет каждому из уравнений. Проверка
показывает, что это действительно так.

(Чтобы как следует прочувствовать эту логическую тонкость, замените в первом уравнении
11 на 12, а во втором 15 на 14. Результат сложения уравнений останется тем же, однако пара
(−5, 1) уже не удовлетворяет ни одному из уравнений, и поэтому новая система не имеет ре-
шений. Иными словами, условие x = −5 и y = 1, будучи необходимым, не является в данном
случае достаточным.)

Ответ: (−5, 1).

Задача. (МГУ, ДВИ, 2011 ) Решите систему неравенств{
4x2 − 2xy + 7y2 6 1,

2x− 5y > 2.
(118)

Решение. Сначала упростим нашу систему введением новых переменных. Умножим первое
неравенство на 4 и выделим полный квадрат:

16x2 − 8xy + 28y2 6 4 ⇔ 16x2 − 8xy + y2 + 27y2 6 4 ⇔ (4x− y)2 + 3 · (3y)2 6 4.

Теперь делаем замену
u = 4x− y, v = 3y,

откуда

y =
v

3
, x =

1

4

(
u+

v

3

)
.

После несложных вычислений система (118) примет вид{
u2 + 3v2 6 4,

3v − u 6 −4.

Складывая первое неравенство этой системы с удвоенным вторым, получим

u2 + 3v2 + 6v − 2u+ 4 6 0 ⇔ (u− 1)2 + 3(v + 1)2 6 0.

Отсюда u = 1 и v = −1, после чего легко находим x и y.

Ответ:
(
1
6
,−1

3

)
.

Если требуется решить уравнение с двумя и более неизвестными, то весьма вероятно, что в
нём заложена минимаксная идея.

Задача. (ОММО, 2014 ) Найдите все решения уравнения(
y(x− 1)

)2
+ (x− 1)2 + y2 + 1− 4y|x− 1| = 0.

Решение. Сделаем замену t = |x− 1|:

y2t2 + t2 + y2 + 1− 4yt = 0.

Запишем полученное уравнение как квадратное относительно t с параметром y:(
y2 + 1

)
t2 − 4yt+ y2 + 1 = 0. (119)
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Найдём дискриминант:

D/4 = 4y2 −
(
y2 + 1

)2
= 2y2 − y4 − 1 = −

(
y2 − 1

)2
.

Дискриминант неположителен, и уравнение (119) имеет решение в том единственном случае,
когда он равен нулю, то есть при y = ±1.

Если y = 1, то уравнение (119) принимает вид

2t2 − 4t+ 2 = 0 ⇔ (t− 1)2 = 0 ⇔ t = 1.

Отсюда |x − 1| = 1, то есть x = 0 или x = 2. Таким образом, пары (0, 1) и (2, 1) служат
решениями исходного уравнения.

Если y = −1, то уравнение (119) принимает вид

2t2 + 4t+ 2 = 0 ⇔ (t+ 1)2 = 0 ⇔ t = −1.

Получаем уравнение |x− 1| = −1, которое не имеет решений.

Ответ: (0, 1); (2, 1).

В некоторых случаях для получения нужных неравенств удобно использовать неравенство
между средним арифметическим и средним геометрическим. Напомним, что для любых чисел
a, b > 0 верно неравенство

a+ b > 2
√
ab , (120)

причём равенство достигается в том и только в том случае, когда a = b. В частности, если
a > 0, то

a+
1

a
> 2, (121)

причём равенство достигается в том и только в том случае, когда a = 1.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 ) Найдите координаты общих точек графиков
функций

f(x) =

∣∣∣∣4x2 + 4x+ 4
√
x− 3

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣3x2 + 1

x
− 8

∣∣∣∣ и g(x) = x2 + 4
√
x− 8

x
+ 16.

Решение. Для нахождения абсцисс общих точек нужно решить уравнение f(x) = g(x), то есть∣∣∣∣4x2 + 4x+ 4
√
x− 3

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣3x2 + 1

x
− 8

∣∣∣∣ = x2 + 4
√
x− 8

x
+ 16. (122)

Запишем это уравнение в виде
|u|+ |v| = w, (123)

где
u = 4x2 + 4x+ 4

√
x− 3

x
, v = 3x2 +

1

x
− 8, w = x2 + 4

√
x− 8

x
+ 16.

Заметим, что

|u|+ |v| > u− v = x2 + 4x+ 4
√
x− 4

x
+ 8 = w + 4

(
x+

1

x

)
− 8 > w + 4 · 2− 8 = w (124)

(мы использовали неравенство x+ 1
x
> 2 , справедливое при x > 0; положительность x вытекает

из условия задачи). Следовательно, решениями уравнения (123) могут быть лишь те значе-
ния x, при которых оба неравенства в оценке (124) превращаются в равенство. Но равенство
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x + 1
x
= 2 достигается лишь при x = 1. Остаётся проверить это значение: подставляем x = 1

в уравнение (122) и получаем верное равенство 13 = 13. Итак, графики функций f(x) и g(x)
имеют единственную общую точку (1, 13).

Ответ: (1, 13).

Ещё один минимаксный сюжет, который периодически встречается в нестандартных уравне-
ниях и неравенствах, состоит в привелечении геометрических соображений, связанных с нера-
венством треугольника.

Напомним, что расстояние между точками A(x1, y1) и B(x2, y2) координатной плоскости
вычисляется по формуле

AB =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 . (125)

Задача. (МФТИ, 2008 ) Решить систему уравнений{√
x2 + y2 + 12x+ 36 +

√
x2 + y2 − 16y + 64 = 10,

5y2 − 8x2 = 8.
(126)

Решение. Запишем первое уравнение системы в виде√
(x+ 6)2 + y2 +

√
x+ (y − 8)2 = 10. (127)

Рассмотрим точки A(−6, 0),B(0, 8) иM(x, y). В соответствии с формулой (125) первое слагаемое
в левой части (127) есть расстояние MA, а второе слагаемое — расстояние MB, так что

MA+MB = 10. (128)

При любом расположении точкиM на координатной плоскости выполнено неравенство тре-
угольника: MA +MB > AB. При этом легко вычислить, что AB = 10. Следовательно, имеем
неравенство

MA+MB > 10. (129)

Сопоставляя (128) и (129), приходим к выводу, что, коль скоро в неравенстве треугольника
достигается равенство, точка M должна располагаться на отрезке AB. Уравнение прямой
AB нетрудно получить (сделайте это самостоятельно):

y =
4

3
x+ 8.

При этом налагаем дополнительное условие −6 6 x 6 0 (чтобы точка M находилась именно на
отрезке AB). Таким образом, исходная система (126) равносильна системе

y =
4

3
x+ 8,

− 6 6 x 6 0,

5y2 − 8x2 = 8.

Дальнейшее очевидно, и вы легко доведёте решение до конца самостоятельно.

Ответ: (−3, 4).
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Задачи

1. (МГУ, физический ф-т, 1999 ) Решите систему уравнений{√
x2 + 2x− 3− |3y − 1| = 0,

4
√

9y2 − 6y + 1 +
√
x2 − 4x+ 3 = 0.

(1,13)

2. (МГУ, геологич. ф-т, 1997 ) Найти все решения уравнения

|x+ y + 11− 5xy|+ |x2y + xy2 − 12| = 0.

(1,3);(3,1);(−15
2+

1
2√1141

5,−
15
2−

1
2√1141

5);(−15
2−

1
2√1141

5,−
15
2+

1
2√1141

5)

3. (МГУ, ФНМ, 2002 ) Решить уравнение√
x2 − 3xy + y2 + 1 + |2x2 + 5xy − 3y2| = 0.

(1,2);(−1,−2)

4. (МГУ, химический ф-т, 1999 ) Решить уравнение:

x2 + 1 + |x− 1| = 2|x|.
1

5. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 ) Решите уравнение

|1− x− y − xy|+ |2x2y2 − 2x2y − 2xy2 + 2xy − 9|+ |xy|
xy

= −1.

(−1
2,3),(3,−1

2)

6. (МГУ, ф-т гос. управления, 2003 ) Решите систему уравнений{
x+ y + z = 2,

2xy − z2 = 4.

(2,2,−2)

7. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 ) Координаты точки удовлетворяют соотношению
xy + yz + zx = 4. На каком расстоянии от плоскости z = −3 может лежать эта точка, если
известно, что расстояние от этой точки до начала координат равно двум?

9±2
√
3

3
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8. (МФТИ, 1999 ) Решить систему уравнений{
x2 − 6x− 3y − 1 = 0,

y2 + 2x+ 9y + 14 = 0.

(2,−3)

9. (МГУ, химический ф-т, 1998 ) Решить систему{
x2 + y2 + 2(x− y) + 2 = 0,

z2 + xz + yz − 4 = 0.

(−1,1,2);(−1,1,−2)

10. (Всеросс., 2015, II этап, 11 ) При каких значениях x и y верно равенство

x2 + (1− y)2 + (x− y)2 = 1

3
?

x=
1
3,y=

2
3

11. (ОММО, 2010 ) Найдите все решения системы{
xy − t2 = 9,

x2 + y2 + z2 = 18.

(3,3,0,0);(−3,−3,0,0)

12. («Ломоносов», 2013, 8 ) Решить систему уравнений
x2 − 2y + 1 = 0,

y2 − 4z + 7 = 0,

z2 + 2x− 2 = 0.

(−1,1,2)

13. («Покори Воробьёвы горы!», 2011, 9–10 ) Решить систему уравнений
x2 − 2y + 2 = 0,

y2 + 4z + 3 = 0,

z2 + 4x+ 4 = 0.

Нетрешений

14. («Физтех», 2011, 9, 11 ) Найдите x и y, такие, что выполняется равенство

x2 + 12xy + 52y2 − 8y + 1 = 0.

x=−1,5,y=0,25
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15. (ОММО, 2014 ) Найдите все решения уравнения

4y2
(
x4 + 2x2

)
+ 8y2 + x4 + 2x2 = 8|y|

(
x2 + 1

)
− 2.

(0,±1
2)

16. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Решите уравнение
√
6x− x2 − 5 +

√
9− |x− 3| = 5 + |x− 3|.

3

17. (МГУ, химический ф-т, 2001 ) Решить уравнение
√
4x− x2 +

√
4x− x2 − 3 = 3 +

√
2x− x2 .

x=2

18. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 ) Найдите координаты общих точек графиков функ-
ций

f(x) =

∣∣∣∣5x2 + 6x− 2

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣3x2 − 2
√
x− 9− 5

x

∣∣∣∣ и g(x) = 2x2 + 2
√
x+ 21− 3

x
.

(1,22)
19. (МГУ, ф-т психологии, 2002 ) Решить уравнение

|x3 + 7x2 − 11x− 6|+ |x3 − 12x2 − 5x+ 3| = 18x2 − 2x− 13.

2

20. (МФТИ, 2001 ) Решить неравенство

1

4−
√
x2 − 2x− 8

6
1√

x2 + 12
.

(−∞;−4)∪{−2}∪(6;+∞)

21. (МГУ, химический ф-т, 2002 ) Решить систему неравенств{
|x|+ |y − 1| 6 1,

|x− 2|+ |y − 1| 6 1.

(1,1)
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22. («Физтех», 2015, 10–11 ){
2x > 14 + y,

x4 + 2x2y2 + y4 + 144− 40x2 − 40y2 = 128xy.

(8,2)

23. («Физтех», 2015, 10–11 ){
x2 + y2 6 1,

16x4 − 8x2y2 + y4 − 40x2 − 10y2 + 25 = 0.

(2√
5
,

1√
5),(−2√

5
,

1√
5),(2√

5
,−

1√
5),(−2√

5
,−

1√
5)

24. (МГУ, ДВИ, 2011 ) Решить систему неравенств{
2x2 + 4xy + 11y2 6 1,

4x+ 7y > 3.

(59,19)

25. («Покори Воробьёвы горы!», 2012, 10–11 ) Решите систему{
|x|+ 6y > 1,

37x2 + 37y2 6 1.

(±1
37,

6
37)

26. (МФТИ, 2001 ) Решить систему неравенств{
3x2 + 2xy + 3 6 0,

y2 + 6y + 18x 6 0.

(−1+
√
2,−3

√
2);(−1−√2,3√2)

27. (МФТИ, 2008 ) Решить систему уравнений{√
x2 + y2 + 6x+ 9 +

√
x2 + y2 − 8y + 16 = 5,

4x2 − y2 = 5.

(−3
2,2)
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28. (МГУ, географич. ф-т, 1999 ) При каких значениях параметра a система{
y2 − (2a+ 1)y + a2 + a− 2 = 0,√

(x− a)2 + y2 +
√

(x− a)2 + (y − 3)2 = 3

имеет единственное решение?

[−2;1)∪(1;4]

29. (МГУ, ВМК, 1996 ) Решить систему уравнений{
x2 + y2 − 14x− 10y + 58 = 0,√
x2 + y2 − 16x− 12y + 100 +

√
x2 + y2 + 4x− 20y + 104 = 2

√
29 .

(217−5
√

415
29,

180+2
√
415

29)

30. («Ломоносов», 2012, 9 ) Решите уравнение

|1− x|+ |9− x|+ |25− x|+ |49− x|+ |81− x| = 120.

25

31. («Покори Воробьёвы горы!», 2015, 10–11 ) При каждом значении a решите уравнение

|x− 1|+ |x+ 1|+ |x− 2|+ |x+ 2|+ |x− 3|+ |x+ 3|+ . . .+ |x− 2015|+ |x+ 2015|+
+ 2x2 + 2a2 + 40302 − 8060x− 8060a = 4030x.

Еслиa=2015,тоx=2015;еслиa6=2015,торешенийнет

133


	Квадратные уравнения
	Формула корней
	Теорема Виета

	Уравнения высших порядков
	Непосредственная группировка
	Подбор корня
	Формулы Виета для кубического уравнения

	Замена переменной в уравнениях
	Предварительные преобразования
	Симметрические уравнения
	Однородные уравнения
	Замена в биномах

	Системы алгебраических уравнений
	Двойная замена
	Симметрические системы
	Сложение уравнений
	Однородные системы
	Умножение и деление уравнений
	Упрощение одного из уравнений
	Системы с тремя неизвестными

	Уравнения с модулем
	Определение модуля
	Замена переменной
	Перебор промежутков
	Уравнения вида |A|=B

	Неравенства с модулем
	Геометрический смысл модуля
	Замена переменной
	Перебор промежутков
	Равносильные переходы
	Умножение на модуль
	Неравенства вида |A|<B
	Неравенства вида |A|>B
	Неравенства вида |A|<|B|


	Иррациональные уравнения и системы
	Учёт ОДЗ
	Равносильные преобразования
	Уравнения вида A=B
	Уравнения вида AB=0
	Уравнения вида A=B
	Уравнения вида AB=C

	Замена переменной
	Умножение на сопряжённое
	Системы уравнений

	Иррациональные неравенства
	Учёт ОДЗ
	Равносильные преобразования
	Неравенства вида A<B
	Неравенства вида AB0
	Неравенства вида A<B
	Неравенства вида A>B

	Неравенства вида AB<C
	Дробно-иррациональные неравенства
	Замена переменной
	Умножение на сопряжённое

	Комбинированные уравнения и неравенства
	Функции в уравнениях и неравенствах
	Монотонность
	Симметрия, периодичность

	Минимаксные задачи

