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Предисловие
Задачи по тригонометрии каждый год появляются на олимпиадах «Покори Воробьёвы горы!»,
«Ломоносов», «Физтех», ОММО (Объединённой межвузовской математической олимпиаде) и
некоторых других. Данное пособие предназначено для школьников 10–11 классов, желающих
готовиться к этим олимпиадам и научиться решать сложные тригонометрические задачи.

Предполагается, что читатель знает определения тригонометрических функций, владеет
формулами тригонометрии и умеет решать достаточно простые тригонометрические уравне-
ния и неравенства (необходимые базовые знания можно почерпнуть, например, в книге [1]).
Соответственно, основной акцент делается на методах решения более сложных задач. Имеются,
однако, два раздела — «Обратные тригонометрические функции» и «Системы тригонометриче-
ских уравнений» — в которых изложение ведётся достаточно подробно и «с нуля»; это вызвано
тем, что, как показывает опыт, даже весьма сильным школьникам свойственно ошибаться тут
в простых вещах.

Пособие содержит почти все1 задачи по тригонометрии, предлагавшиеся на олимпиадах
«Покори Воробьёвы горы!» (с 2010 года), «Ломоносов» (с 2005 года), «Физтех» (с 2007 года) и
ОММО (с 2009 года) по 2016 год включительно, а также отдельные задачи Всероссийской олим-
пиады школьников по математике. В каждой олимпиадной задаче указано название олимпиады
и год проведния её заключительного этапа.

Помимо этого в пособии приведено большое количество задач, предлагавшихся в разные
годы на вступительных экзаменах в МФТИ и МГУ. Работая с данной книгой, читатель не раз
увидит, как идея, встретившаяся когда-то на вступительном экзамене, всплывает в несколько
ином обличье на недавней олимпиаде (и это, разумеется, касается не только тригонометрии).
Вот почему при подготовке к очередным олимпиадам так важно решать старые экзаменацион-
ные задачи.

Задачи вступительных экзаменов и олимпиад МФТИ (1991—2014 гг.) содержатся в книге [2].
Варианты вступительных экзаменов в МГУ (1970—2010 гг.) приведены в книге [3]. Более двух
с половиной тысяч задач МГУ разных лет — в задачнике [4].

Список литературы
[1] И.М. Гельфанд, С.М.Львовский, А.Л.Тоом. Тригонометрия. М: МЦНМО, 2014.

[2] М.И.Шабунин (ред.). Методическое пособие по математике. М.: Физматкнига, 2015.

[3] В.В.Ткачук. Математика — абитуриенту. М: МЦНМО, 2011.

[4] И.Н.Сергеев. Математика. Задачи с ответами и решениями. М.: КДУ, 2005.

1Как правило, исключены задачи параллельных вариантов, идентичные по содержанию данной задаче.
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1 Тригонометрические вычисления
Задачи, связанные с тригонометрическими вычислениями, обычно сводятся к стандартным
манипуляциям с тригонометрическими формулами.

1.1 Формулы сложения

Основу тригонометрии составляют формулы сложения:

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β; (1)
sin(α− β) = sinα cos β − cosα sin β; (2)
cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β; (3)
cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β. (4)

Вывод формул сложения можно посмотреть в книге [1]. Из этих формул, в свою очередь,
выводятся многие другие формулы, которые используются в тригонометрических вычислениях
и при решении тригонометрических уравнений. А именно:

• формулы тангенса суммы и тангенса разности:

tg(α + β) =
tgα + tg β

1− tgα tg β
, tg(α− β) = tgα− tg β

1 + tgα tg β
;

• формулы двойного угла:

sin 2α = 2 sinα cosα,

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α,

tg 2α =
2 tgα

1− tg2 α
;

• формулы понижения степени:

sin2 α =
1− cos 2α

2
, cos2 α =

1 + cos 2α

2
;

• формулы тройного угла:

sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α,

cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα,

tg 3α =
3 tgα− tg3 α

1− 3 tg2 α
.

Вывод данных формул также можно посмотреть в [1], но лучше проделать это своими ру-
ками в качестве упражнения.

Задача. («Ломоносов», 2007 ) Вычислите

(sinα + cosα)(sin β − cos β),

если sin(α− β) = 0,5 и cos(α + β) = 0,2.

Решение. Обозначим искомую величину через x. Раскрывая скобки, получим:

x = −(sinα cos β − cosα sin β)− (cosα cos β − sinα sin β).
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Слагаемые сгруппированы так, чтобы получились формулы (2) и (3):

x = − sin(α− β)− cos(α + β) = −0,5− 0,2 = −0,7.

Ответ: −0,7.

Задача. («Физтех», 2016 ) Найдите значение выражения

sin4 π

24
+ cos4

5π

24
+ sin4 19π

24
+ cos4

23π

24
.

Решение. Заметим, что

sin
19π

24
= sin

(
π − 5π

24

)
= sin

5π

24
, cos

23π

24
= cos

(
π − π

24

)
= − cos

π

24
.

Обозначим для краткости α = π
24
, β = 5π

24
. Искомую сумму обозначим S. Тогда

S = sin4 α + cos4 α + sin4 β + cos4 β.

Преобразуем сумму четвёртых степеней синуса и косинуса:

sin4 α + cos4 α =
(
sin2 α + cos2 α

)2 − 2 sin2 α cos2 α = 1− 1

2
(2 sinα cosα)2 =

= 1− 1

2
sin2 2α = 1− 1

2
· 1− cos 4α

2
=

3 + cos 4α

4
.

Теперь имеем:

S =
3 + cos 4α

4
+

3 + cos 4β

4
=

3

2
+

1

4
(cos 4α + cos 4β) =

3

2
+

1

4

(
cos

π

6
+ cos

5π

6

)
=

3

2
.

Ответ: 3
2
.

Задача. (МГУ, ф-т почвоведения, 2008 ) Вычислите tg
(
3π
4
− 2α

)
, если sinα = 4

5
и π

2
< α < 2π.

Решение. Поскольку sinα положителен и π
2
< α < 2π, угол α расположен во второй четверти:

π
2
< α < π. Значит, его косинус отрицателен:

cosα = −
√
1− sin2 α = −3

5
.

Отсюда tgα = −4
3
, tg 2α = 2 tgα

1−tg2 α = 24
7
и

tg

(
3π

4
− 2α

)
=

tg 3π
4
− tg 2α

1 + tg 3π
4
tg 2α

=
−1− 24

7

1− 24
7

=
31

17
.

Ответ: 31
17
.
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1.2 Преобразование суммы синусов/косинусов в произведение

Из формул сложения нетрудно получить следующие формулы:

sinα + sin β = 2 sin
α + β

2
cos

α− β
2

, (5)

sinα− sin β = 2 sin
α− β
2

cos
α + β

2
, (6)

cosα + cos β = 2 cos
α + β

2
cos

α− β
2

, (7)

cosα− cos β = −2 sin α + β

2
sin

α− β
2

. (8)

Задача. («Физтех», 2016 ) Найдите значение выражения tg 20◦ + 4 sin 20◦.

Решение. Имеем:

tg 20◦ + 4 sin 20◦ =
sin 20◦ + 4 sin 20◦ cos 20◦

cos 20◦
=

sin 20◦ + 2 sin 40◦

cos 20◦
=

(sin 20◦ + sin 40◦) + sin 40◦

cos 20◦
=

=
2 sin 30◦ cos 10◦ + sin 40◦

cos 20◦
=

cos 10◦ + cos 50◦

cos 20◦
=

2 cos 30◦ cos 20◦

cos 20◦
=
√
3 .

Ответ:
√
3.

Задача. (МГУ, ф-т почвоведения, 2000 ) Найдите а) tg α+β
2

, б) cos(α − β), если известно, что
выполняются равенства cosα + cos β = 0,3 и sinα + sin β = −1,1.
Решение. Имеем:

2 cos
α + β

2
cos

α− β
2

= 0,3, (9)

2 sin
α + β

2
cos

α− β
2

= −1,1. (10)

Разделив равенство (10) на равенство (9), сразу получаем:

tg
α + β

2
= −11

3
.

Теперь возведём равенства (9) и (10) в квадрат и сложим:

4 cos2
α− β
2

= 1,3 ⇒ cos(α− β) = 2 cos2
α− β
2
− 1 =

13

20
− 1 = − 7

20
.

Ответ: а) −11
3
; б) − 7

20
.

Задача. Вычислите sin 54◦ − sin 18◦.

Решение. Имеем:

sin 54◦ − sin 18◦ = 2 sin 18◦ cos 36◦ = 2 cos 36◦ cos 72◦ =

=
4 sin 36◦ cos 36◦ cos 72◦

2 sin 36◦
=

2 sin 72◦ cos 72◦

2 sin 36◦
=

sin 144◦

2 sin 36◦
=

sin(180◦ − 36◦)

sin 36◦
=

1

2
.
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1.3 Преобразование произведений синусов/косинусов в суммы

Делая в формулах (5)–(8) замену x = α+β
2

, y = α−β
2

, приходим к следующим формулам:

2 sinx cos y = sin(x+ y) + sin(x− y),
2 cosx cos y = cos(x+ y) + cos(x− y),
2 sinx sin y = cos(x− y)− cos(x+ y),

Задача. Вычислите

cos
2π

7
+ cos

4π

7
+ cos

6π

7
.

Решение. Пусть S — искомая сумма. Имеем:

2 sin
π

7
· S = 2 sin

π

7
cos

2π

7
+ 2 sin

π

7
cos

4π

7
+ 2 sin

π

7
cos

6π

7
=

=

(
sin

3π

7
− sin

π

7

)
+

(
sin

5π

7
− sin

3π

7

)
+

(
sin π − sin

5π

7

)
= − sin

π

7
,

откуда S = −1/2.

Задачи

1. («Ломоносов», 2007 ) Вычислите

(sinα− cosα)(sin β − cos β),

если sin(α + β) = 0,8 и cos(α− β) = 0,3.

−0,5

2. («Физтех», 2016 ) Найдите значение выражения

sin4 5π

24
+ cos4

7π

24
+ sin4 17π

24
+ cos4

19π

24
.

6−
√

3
4

3. («Физтех», 2014 ) Известно, что tgα + tg β = 16, ctgα + ctg β = 18. Найдите tg (α + β).

144

4. («Физтех», 2016 ) Известно, что tg(2α− β) + 6 tg 2α + tg β = 0, tgα = 2. Найдите ctg β.

1или
1
7

5. («Физтех», 2015 ) Известно, что sin y = 3
2
sinx+ 2

3
cosx, cos y = 2

3
sinx+ 3

2
cosx. Найдите sin 2x.

−
61
72

6. («Физтех», 2016 ) Найдите значение выражения ctg 50◦ − 4 cos 50◦.

−
√
3
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7. Докажите:

а) cosα + cos 2α + . . .+ cosnα =
sin nα

2
cos (n+1)α

2

sin α
2

;

б) sinα + sin 2α + . . .+ sinnα =
sin nα

2
sin (n+1)α

2

sin α
2

.

8. (ОММО, 2015 ) Для x = π
2n

найдите значение суммы

sin2 x+ sin2 2x+ . . .+ sin2 nx.

n+1
2

9. («Ломоносов», 2015 ) Вычислить:

10
√
2

(
sin3 7π

32
cos

21π

32
+ cos3

7π

32
sin

21π

32

)
cos

7π

8
.

−3,75

10. (ОММО, 2010 ) Найдите сумму:

sin π
3

2
+

sin 2π
3

22
+

sin 3π
3

23
+ . . .+

sin 2010π
3

22010
.

√
3

3(1−1
22010)

11. («Покори Воробьёвы горы!», 2012 ) Что меньше: sin 1 или cos 1
21
· cos 1

22
· cos 1

23
· . . . · cos 1

22012
?

sin1меньше

12. (Всеросс., 2014, региональный этап, 11 ) Дан выпуклый 7-угольник. Выбираются четыре
произвольных его угла и вычисляются их синусы, от остальных трёх углов вычисляются ко-
синусы. Оказалось, что сумма таких семи чисел не зависит от изначального выбора четырёх
углов. Докажите, что у этого 7-угольника найдутся четыре равных угла.

13. (МГУ, ф-т гос. управления, 2010 ) Найдите cosα и tg 2α, если известно, что sinα = 1
3
, а

cos
(
α− π

3

)
< 0.

−
2
√
2

3,−
4
√
2

7

14. (МГУ, ВМК, 1994 ) Найти cos
(
2
(
α− π

4

))
, если tgα = − 1√

7
.

−
√

7
4

15. (МГУ, ф-т почвоведения, 1996 ) Найти cos
(
α + π

3

)
, если sinα = −3

5
и tgα > 0.

3
√
3−4
10
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16. (МГУ, ф-т почвоведения, 2004 ) Вычислите sin 255◦.

−
√

6+
√
2

4

17. (МГУ, физический ф-т, 1987 ) Известно, что sinα = −
√
5
3
, π < α < 4π

3
. Найти cosα и tg α

2
.

−
2
3и−

√
5

18. (МГУ, ф-т почвоведения, 1998 ) Найдите cos α
2
, если известно, что tgα = 3

4
и π < α < 2π.

Установите без помощи таблиц и калькулятора, какое из чисел больше:
∣∣cos α

2

∣∣ или 2
7
.

−
1√
10;первоечислобольше

19. (МГУ, ф-т почвоведения, 2002 ) Вычислить cos 5π
8
.

−
√

2−
√
2

2

20. (МГУ, социологич. ф-т, 2008 ) Вычислите ctgα− tgα при α = π
8
.

2

21. (МГУ, геологич. ф-т, 2000 ) Вычислить tg 8x, если tg 2x = 1
4
.

240
161

22. (МГУ, ф-т почвоведения, 2002 ) Найти tg 3α, если sinα = 2 cosα.

2
11

23. (МГУ, ф-т психологии, 1986 ) Найти tg2 2α, если cosα = −
√
7
6
.

203
121

24. (МГУ, ф-т почвоведения, 2008 ) Вычислите tg
(
5π
4
+ 2α

)
, если cosα = 3

5
и −3π

2
< α < 0.

−
31
17

25. (МГУ, ф-т почвоведения, 2000 ) Найти tg 2α, если sinα = 4
5
и sin 4α > 0.

24
7

26. (МГУ, геологич. ф-т, 1984 ) Найти sin α
2
, если cos 2α 6 −7

8
и cosα 6 −1

4
.

±√5
8

27. (МГУ, геологич. ф-т, 1984 ) Найти sinα, если sin 2α > 3
5
и tgα 6 1

3
.

±
1√
10

8



28. (МГУ, мехмат, 1994 ) Число x удовлетворяет условиям tg 2x = −3
4
и sin 2x > 0. Обязательно

ли при этих условиях определено выражение logtg π
6
tg x и чему оно тогда равно?

Обязательноопределеноиравно−2

29. (МГУ, ф-т почвоведения, 2000 ) Найдите а) tg α−β
2

, б) cos(α+β), если известно, что выпол-
няются равенства cosα− cos β = −0,7 и sinα + sin β = 0,9.

а)
7
9;б)

7
20

30. (МГУ, геологич. ф-т, 2004 ) Какие значения может принимать sinx, если

sin
(
x+

π

3

)
= −1

2
?

−1или
1
2

31. (МГУ, ф-т почвоведения, 2006 ) Найдите наименьшее положительное число α, при котором
синус α градусов равен синусу α радиан.

180π
180+π

32. (МГУ, экономич. ф-т, 1992 ) Вычислить log 9
5

∣∣sin (π
4
− α

)∣∣+log 9
5

∣∣cos (3α− π
4

)∣∣, если извест-

но, что sinα− cosα =
√

2
3
.

−1

33. (МФТИ, 1995 ) Найдите наименьшее натуральное число n, при котором выполнено равен-
ство

cos(n◦ + 20◦)− cos(n◦ + 80◦)− sin(n◦ + 80◦) + sin 15◦ = 0.

235

34. (МГУ, мехмат, 2001 ) Можно ли подобрать числа A, B, ϕ, ψ так, чтобы выражение(
sin
(
x− π

3

)
+ 2
)2

+ A cos(x+ ϕ) +B sin(2x+ ψ)

принимало при всех x одно и то же значение C? Если да, то какие значения может принимать
константа C?

Можно;C=
9
2

35. (МГУ, мехмат, 2002 ) Найти дроби

tgα tg β tg γ

tgα + tg β + tg γ
и

sinα sin β sin γ

sin(α + β + γ)
,

если числа α, β и γ выбраны так, что обе дроби положительны и одна втрое больше другой.

2,
2
3
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36. (МГУ, мехмат, 2000 ) Найти sin(α+γ) sin(β+γ)
cos γ cos(α+β+γ)

, если sin(α+γ) sin(β+γ)
cosα cosβ

= 4
9
.

4
5

37. (МГУ, ВМК, 2007 ) Какие значения может принимать cos(α− β + γ), если при этих α, β, γ
многочлен от x

x4 + 2 · 32 cosαx2 + x ·
√

32−cosβ − 3 sin γ + 4 cos2 β − sin2 γ

является квадратом некоторого многочлена относительно x?

±
√

15
4

10



2 Исследование тригонометрических функций
Данный раздел посвящён задачам, касающимся периодичности тригонометрических функций
и (в особенности) нахождения множества их значений.

2.1 Периодичность

Напомним, что функция f(x) называется периодической, если существует такое число T 6= 0,
что для любого x из области определения функции f оба числа x ± T также принадлежат её
области определения и выполнены равенства f(x + T ) = f(x − T ) = f(x). Число T при этом
называется периодом данной функции.

Основные тригонометрические функции являются периодическими. Так, функции sinx и
cosx имеют наименьший положительный период 2π; функции tg x и ctg x имеют наименьший
положительный период π.

Задача. Докажите, что функция f(x) = sin 2x + cos 3x является периодической, и найдите её
наименьший положительный период.

Решение. Легко видеть, что

f(x+ 2π) = sin(2(x+ 2π)) + cos(3(x+ 2π)) =

= sin(2x+ 4π) + cos(3x+ 6π) = sin 2x+ cos 3x = f(x),

поэтому функция f(x) периодична с периодом 2π. Найдём её наименьший положительный пе-
риод.

Пусть T — некоторый период функции f(x). Тогда для любого x имеем:

sin(2(x+ T )) + cos(3(x+ T )) = sin 2x+ cos 3x,

sin(2x+ 2T )− sin 2x = cos 3x− cos(3x+ 3T ),

что после преобразования разностей синусов и косинусов в произведения приводит к равенству

sinT cos(2x+ T ) = sin
3T

2
sin

(
3x+

3T

2

)
. (11)

Это равенство, напомним, должно выполняться при всех x ∈ R. Для этого достаточно,
чтобы  sinT = 0,

sin
3T

2
= 0,

(12)

то есть T = πk, k ∈ Z,

T =
2πm

3
, m ∈ Z.

Из этих равенств имеем 3k = 2m, откуда k — чётное число, k = 2n (и тогда m = 3n, n ∈ Z).
Следовательно, T = 2πn.

Покажем теперь, что система (12) является также и необходимым условием выполнимости
равенства (11) при любом x (иными словами, других периодов, кроме 2πn, наша функция иметь
не может). В самом деле, пусть T 6= 2πn и пусть x = −T

2
. Тогда левая часть (11) равна sinT 6= 0,

а правая часть равна нулю. Значит, равенство (11) не может быть выполнено при всех x.
Таким образом, все периоды нашей функции даются формулой T = 2πn, (n — ненулевое

целое число), а наименьшим положительным периодом будет число 2π.

11



Задача. (ОММО, 2014 ) Найдите все периодические функции y = f(x), удовлетворяющие
уравнению

f(x)− 3f(x− π) = cos x (13)

при всех x.

Решение. Пусть T — период функции f(x). Имеем:

f(x)− 3f(x− π) = f(x+ T )− 3f(x+ T − π).

Левая часть этого равенства равна cosx, а правая часть равна cos(x + T ); следовательно, для
любого x выполнено cos(x + T ) = cosx. Это значит, что T кратно периоду косинуса: T = 2nπ
для некоторого натурального n.

Заменяя x на x+ π в уравнении (13), получим

f(x+ π) = 3f(x)− cosx.

Отсюда

f(x+ 2π) = 3f(x+ π)− cos(x+ π) = 32f(x)− 3 cosx+ cosx,

f(x+ 3π) = 3f(x+ 2π)− cos(x+ 2π) = 33f(x)− 32 cosx+ 3 cosx− cosx,

. . .

f(x+ 2nπ) = 32nf(x) + cos x ·
(
1− 3 + 32 − . . .− 32n−1

)
.

Но f(x+ 2nπ) = f(x); суммируя геометрическую прогрессию, придём к равенству

f(x) = 32nf(x) + cos x · 1− 32n

4
,

откуда (
32n − 1

)
f(x) = cos x · 3

2n − 1

4
и

f(x) =
1

4
cosx.

Ответ: f(x) = 1
4
cosx.

2.2 Множество значений

Напомним, что множеством значений функции y = f(x) называется множество, которое про-
бегает переменная y, когда переменная x пробегает область определения функции f .

Задача. (МГУ, ф-т глобальных процессов, 2005 ) Выясните, верно ли следующее утверждение:
множество значений функции y = cos 2x− 3 sinx принадлежит отрезку

[
−4;
√
5
]
.

Решение. Имеем: y = 1 − 2 sin2 x − 3 sinx. Сделаем замену t = sinx. Когда x пробегает все
значения из R, величина t пробегает все значения из отрезка [−1; 1]. Поэтому задача сводится
к нахождению множества значений квадратичной функции y(t) = −2t2 − 3t + 1 на отрезке
I = [−1; 1].

Графиком функции y(t) служит парабола, ветви которой направлены вниз. Абсцисса вер-
шины параболы t0 = −3

4
принадлежит отрезку I, поэтому наибольшее значение функции на

данном отрезке достигается в вершине параболы:

ymax = y(t0) = −2 ·
(
−3

4

)2

− 3 ·
(
−3

4

)
+ 1 =

17

8
.
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Наименьшее значение функции y(t) на отрезке I достигается на одном из концов отрезка.
Вычисляем:

y(−1) = 2, y(1) = −4 ⇒ ymin = −4.
Итак, множество значений нашей функции есть отрезок E(y) =

[
−4; 17

8

]
. Остаётся сравнить

числа 17
8
и
√
5. Имеем:

17

8
−
√
5 =

√
289

64
−
√
5 =

√
289

64
−
√

320

64
< 0.

Поэтому E(y) ⊂
[
−4;
√
5
]
, так что утверждение задачи верно.

Задача. (МФТИ, 1996 ) Дана функция

f(x) =
2 sin4 x+ 3 cos2 x

2 cos4 x+ sin2 x
.

Найти:
1) корни уравнения f(x) = 15

7
;

2) наибольшее и наименьшее значения функции f(x).

Решение. Имеем:

f(x) =
2 sin4 x+ 3

(
1− sin2 x

)
2
(
1− sin2 x

)2
+ sin2 x

;

после замены t = sin2 x и несложных преобразований получаем функцию

f(t) =
2t2 − 3t+ 3

2t2 − 3t+ 2
= 1 +

1

2t2 − 3t+ 2
, t ∈ [0; 1]. (14)

Приравнивая данное выражение к 15
7
, легко получаем 16t2−24t+9 = 0, то есть (4t−3)2 = 0.

Отсюда t = 3
4
, sinx = ±

√
3
2

и x = ±π
3
+ πn (n ∈ Z). Это ответ на вопрос пункта 1.

Требование пункта 2 равносильно следующему: найти наибольшее и наименьшее значения
функции f(t) на отрезке I = [0; 1]. Для этого запишем (14) в виде

f(t) = 1 +
1

ϕ(t)
,

где ϕ(t) = 2t2 − 3t + 2. Дискриминант данного квадратного трёхчлена меньше нуля, поэтому
функция ϕ(t) принимает только положительные значения.

Графиком функции ϕ(t) служит парабола, ветви которой направлены вверх. Абсцисса вер-
шины t0 =

3
4
принадлежит отрезку I, поэтому наименьшее значение функции ϕ(t) на I дости-

гается в вершине:

ϕmin = ϕ(t0) =
9

8
− 9

4
+ 2 =

7

8
.

Наибольшего значения функция ϕ достигает на одном из концов отрезка I:

ϕ(0) = 2, ϕ(1) = 1 ⇒ ϕmax = 2.

Теперь находим наибольшее и наименьшее значения функции f :

fmax = 1 +
1

ϕmin

= 1 +
8

7
=

15

7
;

fmin = 1 +
1

ϕmax

= 1 +
1

2
=

3

2
.
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Ответ: 1) ±π
6
+ πn, n ∈ Z; 2) 15

7
и 3

2
.

В некоторых случаях можно исследовать тригонометрическую функцию с помощью так
называемого метода вспомогательного аргумента. Напомним, что речь идёт о следующем
преобразовании:

a cosx+ b sinx =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
cosx+

b√
a2 + b2

sinx

)
,

и поскольку (
a√

a2 + b2

)2

+

(
b√

a2 + b2

)2

= 1,

точка с координатами
(

a√
a2+b2

; b√
a2+b2

)
расположена на единичной окружности; следовательно,

существует такой угол ϕ, что

cosϕ =
a√

a2 + b2
, sinϕ =

b√
a2 + b2

.

Поэтому

a cosx+ b sinx =
√
a2 + b2(cosx cosϕ+ sinx sinϕ) =

√
a2 + b2 cos(x− ϕ).

Отсюда, в частности, вытекает, что множество значений функции a cosx + b sinx есть отрезок[
−
√
a2 + b2;

√
a2 + b2

]
.

Задача. («Физтех», 2011 ) Найдите все значения параметра b, для каждого из которых суще-
ствует число α такое, что уравнение

x2 + (cosα− 4 sinα)x+ b = 0

имеет действительное решение.

Решение. Обозначим a = cosα− 4 sinα; имеем:

a =
√
17

(
1√
17

cosα− 4√
17

sinα

)
=
√
17 cos(α + ϕ),

где
cosϕ =

1√
17
, sinϕ =

4√
17
.

Когда α пробегает множество R, параметр a пробегает все значения из отрезка
[
−
√
17;
√
17
]
.

Поэтому нашу задачу можно переформулировать следующим образом: найти все значения b,
для каждого из которых существует число a ∈

[
−
√
17;
√
17
]
такое, что уравнение

x2 + ax+ b = 0 (15)

имеет действительный корень.
Зафиксируем b и предположим, что a пробегает отрезок

[
−
√
17;
√
17
]
; тогда дискриминант

D = a2 − 4b пробегает отрезок I = [−4b; 17 − 4b]. Если b > 17
4
, то 17 − 4b < 0; отрезок I в

этом случае содержит только отрицательные числа, и уравнение (15) не имеет корней. Если же
b 6 17

4
, то, например, при a =

√
17 дискриминант неотрицателен: D = 17 − 4b > 0, и потому

уравнение (15) имеет действительный корень.

Ответ:
(
−∞; 17

4

]
.
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Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 1981 ) Принимает ли функция

y = sin2 x− 12 sinx cosx+ 3 cos2 x− 2
3
√
66

хотя бы в одной точке положительное значение?

Решение. Имеем:

y =
1− cos 2x

2
− 6 sin 2x+ 3 · 1 + cos 2x

2
− 2

3
√
66 = cos 2x− 6 sin 2x+ 2− 2

3
√
66 .

Вводя вспомогательный аргумент, получим

y =
√
37 cos(2x+ ϕ) + 2− 2

3
√
66 ,

где
cosϕ =

1√
37
, sinϕ =

6√
37
.

Если x = −ϕ
2
, то

ymax =
√
37 + 2− 2

3
√
66 .

Обозначим p =
√
37 + 2 и q = 2 3

√
66. Тогда ymax = p− q, и нужно сравнить данную разность

с нулём. Заметим при этом, что p− q имеет тот же знак, что и p3 − q3. Вычисляем:

p3 =
(√

37 + 2
)3

= 230 + 49
√
37 , q3 = 528,

откуда
p3 − q3 = 49

√
37− 298 =

√
88837−

√
88804 > 0.

Следовательно, ymax > 0, и поэтому ответ на вопрос задачи — утвердительный.

Задача. («Ломоносов», 2014 ) Найдите наименьшее значение выражения

sin
(
x− π

6

)
2
(√

3 sinx− cosx
)
cos 3x− cos 6x− 7

.

Решение. Обозначим данное выражение через f и преобразуем его:

f =
sin
(
x− π

6

)
4
(√

3
2
sinx− 1

2
cosx

)
cos 3x− (2 cos2 3x− 1)− 7

=
sin
(
x− π

6

)
4 sin

(
x− π

6

)
cos 3x− 2 cos2 3x− 6

.

Обозначим также a = sin
(
x− π

6

)
, b = cos 3x. Имеем:

f =
a

4ab− 2b2 − 6
=

−a
2(a− b)2 + 6− 2a2

.

Знаменатель последней дроби положителен. Чтобы не связываться со знаком a, оценим
модуль полученного выражения с учётом неравенств (a− b)2 > 0 и |a| 6 1:

|f | = |a|
2(a− b)2 + 6− 2a2

6
|a|

6− 2a2
6

1

6− 2 · 1
=

1

4
,

откуда

−1

4
6 f 6

1

4
.

Если x = 2π
3
, то a = b = 1, и тогда в оценке снизу достигается равенство. Следовательно,

наименьшее значение величины f равно −1
4
.
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Задачи

1. (Всеросс., 2015, II этап, 11 ) Не используя калькулятора, определите знак числа

(cos(cos 1)− cos 1) (sin(sin 1)− sin 1) .

Минус

2. («Физтех», 2013 ) Сколько существует натуральных n таких, что функция

f(x) = cosnx · sin 10x

n

имеет период 6π?

8

3. (ОММО, 2014 ) Найдите все периодические функции y = f(x), удовлетворяющие уравнению

f(x)− 0,5f(x− π) = sinx.

f(x)=
2
3sinx

4. («Физтех», 2011 ) Сколько различных целых значений принимает функция

f(x) = 17 sinx+ tg x · ctg x ?
32

5. (МГУ, филологич. ф-т, 1978 ) Найти наибольшее и наименьшее значения функции

f(x) = sin2 x+ cosx− 1

2
.

3
4и−

3
2

6. (МГУ, ф-т глобальных процессов, 2005 ) Выясните, верно ли следующее утверждение: мно-
жество значений функции y = 2 cos 4x− cos 2x принадлежит отрезку

[
− 3√

2
; 3
]
.

Верно

7. (МГУ, мехмат, 1995 ) Найти все числа k, для которых функция

y(x) = k(2 sinx+ cos2 x+ 1)

не принимает значений, бо́льших 3.

[−3;1]

16



8. (МГУ, мехмат, 2010 ) Найдите наименьшее из положительных значений функции

f(x) =
4

3 cos2 x+ 2 sinx− 1
.

12
7

9. (МФТИ, 1996 ) Дана функция

f(x) =
sin6 x+ cos6 x

sin4 x+ cos4 x
.

Найти:
1) корни уравнения f(x) = 7

10
;

2) наибольшее и наименьшее значения функции f(x).

1)±
π
6+

πn
2,n∈Z;2)1и

1
2

10. («Физтех», 2015 ) Дана функция

g(x) =
2 cos4 x+ sin2 x

2 sin4 x+ 3 cos2 x
.

Найдите:

а) корни уравнения g(x) = 1
2
;

б) наибольшее и наименьшее значения функции g(x).
а)

π
4+

πn
2,

π
2+πn,n∈Z;б)

2
3и

7
15

11. («Физтех», 2011 ) Найдите все значения параметра b, для каждого из которых существует
число α такое, что уравнение

x2 + (2 sinα− cosα)x− b = 0

имеет действительное решение.

[−5
4;+∞)

12. («Физтех», 2011 ) Найдите наименьшее значение выражения

3 sin2 α + 7 cos2 α + 8 sin4 α + 12 cos4 α.

9,2

13. («Ломоносов», 2014 ) Найдите наибольшее значение выражения

sin
(
x+ π

4

)
2
√
2 (sinx+ cosx) cos 4x− cos 8x− 5

.

1
2
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14. (МГУ, ф-т почвоведения, 1997 ) Найти наибольшее и наименьшее значения выражения(
−3
√

1− cos 2x

2
+

√
2−
√
3 cosx− 1

)(
1− cos 2y

2
+

√
11−

√
3 cos y + 1

)
.

10−
√
3и−(1+√11−

√
3)2

15. («Ломоносов», 2015 ) Найдите наименьшее значение выражения(
3
√
2(1 + cos 2x)−

√
8− 4

√
3 sinx+ 2

)
·
(
3 + 2

√
11−

√
3 cos y − cos 2y

)
.

4
√
3−40

16. («Ломоносов», 2016 ) Найдите максимальное число, принадлежащее множеству значений
функции

f(x) = 14125 sin2 x+ 20 cos2 x+ 24180 sin 2x− 6048 cosx− 8064 sinx+ 6025.

48365

17. («Ломоносов», 2012 ) Найдите множество значений функции

y(x) = tg2 2x+ 6 sinx− 2 cos 2x− 1

cos2 2x
.

[−21
4;7]\{3√2−1}

18. (МГУ, геологич. ф-т, 1998 ) Найти наибольшее и наименьшее значения функции

f(x) = cos x+ 4 cos
x

2
+ 7 cos

x

4
+ 6 cos

x

8
.

18и−9

19. (ОММО, 2009 ) Найдите сумму всех корней уравнения

2 cos 3x+ 8| sinx| − 7 = 0,

принадлежащих отрезку [−2π
3
; 3π

4
].

0
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20. (МГУ, экономич. ф-т, 2000 ) Про функцию f(x) известно, что она определена на отрезке[
1
6
; 6
)
и удовлетворяет на этом множестве системе

1

cos2 f(x)− 1
2

− 12 cos

(
2f

(
1

x

))
=

10

x
,

0 6 f(x) 6
π

4
.

Решить неравенство f(x) 6 π
8
.

[3√2;6]

21. (МГУ, ф-т психологии, 2005 ) Найдите все значения параметра a, при каждом из которых
функция

f(x) =
4 sinx+ a

4a− sin 2x

принимает все значения из отрезка [0; 1].

[−2;0)∪(0;2]

22. (Олимпиада ВШЭ, 2011, 11 ) Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

f(x) = cos(cos(cos x))).

cos(cos1)иcos1
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3 Обратные тригонометрические функции
Понятия арксинуса, арккосинуса, арктангенса и арккотангенса обсуждаются в книге [1] доста-
точно бегло и только в связи с решением простейших тригонометрических уравнений. Однако
олимпиаднику необходимо более глубокое понимание обратных тригонометрических функций.
Поэтому в данном разделе материал излагается «с нуля» и максимально подробно.

3.1 Арксинус

Возьмём произвольное число a. Нас интересует следующий вопрос: каковы углы x, для которых
выполнено равенство sinx = a?

Если a > 1 или a < −1, то таких углов не существует, поскольку синус не может принимать
значения, по модулю превосходящие единицу.

Если же |a| 6 1, то прямая y = a пересекает график функции y = sinx в бесконечном
множестве точек (см. рисунок). Стало быть, имеется бесконечно много углов, синус которых
равен a.

X

Y

0 π 2π 3π 4π−π−2π−3π−4π

a

Теперь давайте взглянем на следующий рисунок.

X

Y

0 π
2

−π
2

1

−1

a

arcsin a

b

arcsin b

Мы видим кусок синусоиды y = sinx, который отвечает значениям x, расположенным на
отрезке

[
−π

2
; π
2

]
. Теперь, каково бы ни было число a ∈ [−1; 1], прямая y = a пересекает этот

кусок ровно в одной точке (для наглядности на рисунке указаны положительное число a и
отрицательное число b). Иными словами, существует единственное значение x ∈

[
−π

2
; π
2

]
, для

которого справедливо равенство sinx = a. Это значение x называется арксинусом числа a и
обозначается arcsin a.

Определение. Арксинус числа a ∈ [−1; 1] — это число, принадлежащее отрезку
[
−π

2
; π
2

]
, синус

которого равен a:

x = arcsin a ⇔

 sinx = a,

x ∈
[
−π
2
;
π

2

]
.

(16)
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Переобозначим в (16) величину a через x, a величину x через y:

y = arcsinx ⇔

 sin y = x,

y ∈
[
−π
2
;
π

2

]
.

(17)

Мы получили функцию y = arcsinx. Имеем два важных свойства этой функции.

• Областью определения функции y = arcsin x является отрезок [−1; 1]. Это следует из
соотношения x = sin y и того факта, что sin y на отрезке

[
−π

2
; π
2

]
пробегает всевозможные

значения от −1 до 1.

• Областью значений функции y = arcsinx является отрезок
[
−π

2
; π
2

]
. Смотрите вторую

строку в определении (17).

График функции y = arcsinx изображён на следующем рисунке.

X

Y

0 1

−1

π
2

−π
2

y = arcsinx

Данная кривая есть кусок синусоиды, но только расположенный по-другому. В самом деле,
поменяйте тут местами буквы X и Y , после чего разверните рисунок так, чтобы оси X и Y
заняли привычные положения. В результате получится график функции y = sin x на отрез-
ке
[
−π

2
; π
2

]
.

Упражнение. Нарисуйте график арксинуса и график функции y = sinx на отрезке
[
−π

2
; π
2

]
в

одной системе координат и убедитесь, что они симметричны относительно прямой y = x.

Нетрудно видеть, что график арксинуса симметричен относительно начала координат. Это
значит, что арксинус — нечётная функция:

arcsin(−x) = − arcsinx. (18)

Разумеется, нечётность арксинуса легко следует непосредственно из определения (17) и
нечётности синуса. Проведите это доказательство самостоятельно.

По графику арксинуса мы видим также, что функция y = arcsinx возрастает на отрез-
ке [−1; 1].

Полезно изобразить арксинус на тригонометрической окружности. Как видим, «арксинусы
живут справа» (то есть на правой полуокружности), но не просто справа, а именно на отрез-
ке
[
−π

2
; π
2

]
.
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X

Y

a
arcsin a

b arcsin b

π
2

−π
2

На этом рисунке для наглядности изображено также число b = −a и указан arcsin b. Хорошо
видна нечётность арксинуса: arcsin b = − arcsin a.

Пример. Чему равен arcsin 1
2
? Поскольку sin π

6
= 1

2
и π

6
∈
[
−π

2
; π
2

]
, имеем arcsin 1

2
= π

6
. Конечно,

существует много других углов, для которых синус равен 1
2
(таковы, например, 5π

6
или −7π

6
).

Но только один из этих углов — а именно, π
6
— принадлежит отрезку

[
−π

2
; π
2

]
.

Пример. arcsin
(
−1

2

)
= −π

6
, поскольку sin

(
−π

6

)
= −1

2
и −π

6
∈
[
−π

2
; π
2

]
. Этот же результат сразу

следует из нечётности арксинуса: arcsin
(
−1

2

)
= − arcsin 1

2
= −π

6
.

Пример. sin(arcsin 0,7) = 0,7. Это сразу следует из определения арксинуса; ведь arcsin 0,7 —
это угол, синус которого равен 0,7.

Вообще, sin(arcsin a) = a для всех a ∈ [−1; 1]. Иначе говоря, если взять синус от арксинуса,
то мы непременно вернёмся к исходному числу.

Пример. Верно ли, что arcsin(sinα) = α? Вообще говоря, нет. А именно, если α ∈
[
−π

2
; π
2

]
, то

данное равенство будет верным, например:

arcsin
(
sin

π

4

)
= arcsin

√
2

2
=
π

4
.

Но если α /∈
[
−π

2
; π
2

]
, то данное равенство окажется неверным:

arcsin

(
sin

3π

4

)
= arcsin

√
2

2
=
π

4
6= 3π

4
.

Таким образом, арксинус от синуса не обязательно вернёт нас к исходному числу. Вообще,
свойства функции arcsin(sinx) желательно знать до начала олимпиады.

Задача. Построить график функции y = arcsin(sinx).

Решение. Каково бы ни было число x ∈ R, наша функция сопоставляет ему такое число
y ∈

[
−π

2
; π
2

]
, что sin y = sinx.

Если, например, −π
2
6 x 6 π

2
, то y = x. В самом деле, равенство синусов углов на проме-

жутке
[
−π

2
; π
2

]
влечёт равенство самих углов.

Пусть, далее, π
2
6 x 6 3π

2
. Тогда из тождества sin(π − x) = sinx и оценки −π

2
6 π − x 6 π

2

получаем, что y = π − x.
Вообще, пусть −π

2
+2πn 6 x 6 π

2
+2πn (n ∈ Z). Тогда −π

2
6 x−2πn 6 π

2
и sin(x−2πn) = sinx.

Поэтому y = x− 2πn.
Далее, пусть π

2
+2πn 6 x 6 3π

2
+2πn. Тогда −π

2
6 π− (x−2πn) 6 π

2
и sin(π−x+2πn) = sinx.

Поэтому y = π − x+ 2πn.
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Таким образом, имеем:

y =

{
x− 2πn, если − π

2
+ 2πn 6 x 6 π

2
+ 2πn;

π − x+ 2πn, если π
2
+ 2πn 6 x 6 3π

2
+ 2πn (n ∈ Z).

Данная функция является кусочно-линейной — её график составлен из отрезков прямых, уг-
ловые коэффициенты которых поочерёдно принимают значения 1 и −1. Этот график приведён
на рисунке.

X

Y

π
2

−π
2

0 π
2

π

3π
2

2π 5π
2

3π

7π
2−π

2

−π− 3π
2

−2π
− 5π

2

−3π− 7π
2

y = arcsin(sinx)

Задача. (МГУ, ВКНМ, 2000 ) Решите уравнение

x2 = arcsin(sinx) + 10x.

Решение. Перепишем уравнение в виде

x2 − 10x = arcsin(sinx)

и изобразим графики функций f(x) = x2 − 10x и g(x) = arcsin(sinx). Графическая картина
прояснит нам, как строить дальнейшие рассуждения.

X

Y

π
2

−π
2

5π
2

7π
25

y = arcsin(sinx)

y = x2 − 10x
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Рассмотрим промежуток I1 =
[
−π

2
; π
2

]
. Функция f(x) монотонно убывает при x 6 5 и, в

частности, на I1; при этом f
(
−π

2

)
> 0 и f

(
π
2

)
< 0. Функция g(x) монотонно возрастает на I1

(поскольку g(x) = x на этом промежутке); при этом g
(
−π

2

)
< 0 и g

(
π
2

)
> 0. Следовательно,

уравнение f(x) = g(x) имеет единственный корень на I1. Легко проверить, что это x = 0.
Рассмотрим промежуток I2 =

[
5π
2
; 7π

2

]
. Функция f(x) монотонно возрастает при x > 5 и, в

частности, на I2; при этом f
(
5π
2

)
= 5π

2

(
5π
2
− 10

)
< 0 и f

(
7π
2

)
= 7π

2

(
7π
2
− 10

)
> 0. Функция g(x)

монотонно убывает на I2 (поскольку g(x) = 3π−x на этом промежутке); при этом g
(
5π
2

)
= π

2
> 0

и g
(
7π
2

)
= −π

2
< 0. Следовательно, уравнение f(x) = g(x) имеет единственный корень на I2.

Найдём его:

x2 − 10x = 3π − x ⇒ x2 − 9x− 3π = 0 ⇒ x =
9 +
√
81 + 12π

2

(второй корень квадратного уравнения отрицателен и является посторонним).
Вне промежутков I1 и I2 уравнение f(x) = g(x) не имеет корней. В самом деле, если x < −π

2
,

то f(x) > f
(
−π

2

)
= π2

4
+ 5π > π

2
. Если x > 7π

2
, то f(x) > f

(
7π
2

)
= 49π2

4
− 35π > π

2
. Если же

π
2
< x < 5π

2
, то f(x) < f

(
5π
2

)
= 25π2

4
− 25π < −π

2
. Следовательно, во всех этих случаях f(x) не

может равняться g(x).

Ответ: 0; 9+
√
81+12π
2

.

Пример. Вычислим cos(arcsin 0,6). Обозначим arcsin 0,6 через α; таким образом, мы ищем cosα.
Согласно основному тригонометрическому тождеству имеем:

cos2 α = 1− sin2 α = 1− 0,62 = 0,64.

Мы воспользовались тем, что sinα = sin(arcsin 0,6) = 0,6. Теперь нам нужно извлечь квад-
ратный корень, определившись со знаком косинуса (плюс или минус). Для этого учтём, что
α ∈

[
−π

2
; π
2

]
(согласно определению арксинуса), а на данном отрезке косинус положителен.

Поэтому:
cosα =

√
0,64 = 0,8.

Итак, cos(arcsin 0,6) = 0,8.

Решим аналогичную задачу в общем виде.

Задача. Докажите, что для любого x ∈ [−1; 1] справедливо равенство

cos(arcsinx) =
√
1− x2 .

Решение. Пусть α = arcsin x; это означает по определению, что α ∈
[
−π

2
; π
2

]
и sinα = x.

Согласно основному тригонометрическому тождеству

cos2 α = 1− sin2 α,

и поскольку косинус неотрицателен на отрезке
[
−π

2
; π
2

]
, имеем отсюда

cosα = +
√

1− sin2 α .

Остаётся подставить сюда α = arcsinx и sinα = x:

cos(arcsinx) =
√
1− x2 ,

что и требовалось.
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Задача. Для каждого значения параметра α решите неравенство

arcsinx < α. (19)

Решение. Множество значений арксинуса есть отрезок
[
−π

2
; π
2

]
, поэтому если α 6 −π

2
, то

неравенство (19) не имеет решений, а если α > π
2
, то неравенству удовлетворяют все x ∈ [−1; 1].

Пусть теперь α ∈
(
−π

2
; π
2

]
. Имеется ровно одно значение x = sinα, для которого выполнено

равенство arcsinx = α. Ввиду монотонного возрастания функции y = arcsinx все решения
неравенства (19) даются формулой −1 6 x < sinα (см. рисунок).

X

Y

1

π
2

−π
2

α

sinα−1

Ответ: Если α 6 −π
2
, то решений нет; если −π

2
< α 6 π

2
, то −1 6 x < sinα; если α > π

2
, то

−1 6 x 6 1.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2012 ) Решите неравенство

2 arcsin(x+ 1) + arcsin
(
4x2 + 8x+ 4

)
< 0.

Решение. Делая замену t = −x− 1 и пользуясь нечётностью арксинуса, приходим к неравен-
ству

arcsin 4t2 < 2 arcsin t. (20)

Оба арксинуса определены при условиях{
4t2 6 1,

− 1 6 t 6 1
⇔ −1

2
6 t 6

1

2
.

При полученных t имеем оценку −π
3
6 2 arcsin t 6 π

3
, поэтому неравенство (20) равносильно

неравенству (см. предыдущую задачу)

−1 6 4t2 < sin(2 arcsin t) ⇔ 4t2 < 2t
√
1− t2 ⇔ t

(
2t−

√
1− t2

)
< 0.

Если t < 0, то оба множителя отрицательны и данное неравенство не имеет решений. При t > 0
оно равносильно неравенству

2t−
√
1− t2 < 0 ⇔ 4t2 < 1− t2 ⇔ 0 < t <

1√
5
.
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Поскольку 1√
5
< 1

2
, интервал

(
0; 1√

5

)
является множеством решений неравенства (20). Остаётся

сделать обратную замену:

0 < −x− 1 <
1√
5
⇔ −5 +

√
5

5
< x < −1.

Ответ:
(
−5+

√
5

5
;−1

)
3.2 Арккосинус

Если a > 1 или a < −1, то не существует таких углов x, для которых cosx = a, поскольку
косинус не может принимать значения, превосходящие по модулю единицу.

Пусть a ∈ [−1; 1]. Рассмотрим график функции y = cos x и проведём прямую y = a (см.
рисунок). Как видим, прямая пересекает график в бесконечном множестве точек. Стало быть,
имеется бесконечно много углов, косинус которых равен a.

X

Y

0 π
2

3π
2

5π
2

7π
2

−π
2− 3π

2− 5π
2− 7π

2

y = a

Но нам, как и в случае синуса, хотелось бы, чтобы точка пересечения была единственной.
Для этого нужно ограничиться подходящим куском графика косинуса.

В данном случае годится кусок, соответствующий значениям x ∈ [0;π]. Действительно, мы
видим, что при любом a ∈ [−1; 1] прямая y = a пересекает этот кусок ровно в одной точке (для
наглядности на рисунке указаны положительное число a и отрицательное число b).

X

Y

π
0

1

−1

a

arccos a

b

arccos b

Иными словами, существует единственное значение x ∈ [0; π], для которого справедливо
равенство cosx = a. Это значение x называется арккосинусом числа a и обозначается arccos a.

Определение. Арккосинус числа a ∈ [−1; 1] — это число, принадлежащее отрезку [0; π], ко-
синус которого равен a:

x = arccos a ⇔

{
cosx = a,

x ∈ [0; π].
(21)
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Переобозначим в (21) величину a через x, a величину x через y:

y = arccosx ⇔

{
cos y = x,

y ∈ [0;π].
(22)

Получилась функция y = arccosx. Имеем два важных свойства этой функции.

• Областью определения функции y = arccosx является отрезок [−1; 1]. Это следует из
соотношения x = cos y и того факта, что cos y на отрезке [0; π] пробегает всевозможные
значения от −1 до 1.

• Областью значений функции y = arccosx является отрезок [0; π]. Смотрите вторую стро-
ку в определении (22).

График функции y = arccosx изображён на рисунке.

X

Y

0 1−1

π

y = arccosx

Упражнение. Убедитесь, что график арккосинуса и график функции y = cosx на отрез-
ке [0; π] симметричны относительно прямой y = x.

График арккосинуса не симметричен относительно оси Y и не симметричен относительно
начала координат. Стало быть, арккосинус не является ни чётной, ни нечётной функцией.

По графику арккосинуса мы видим также, что функция y = arccosx убывает на отрез-
ке [−1; 1].

Изобразим арккосинус на тригонометрической окружности. Как видим, «арккосинусы жи-
вут сверху» (то есть на верхней полуокружности), но не просто сверху, а именно на отрезке [0; π].
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X

Y

a

arccos a

b

arccos b

0π

Наряду с числом a мы для наглядности показали на рисунке число b = −a. Легко видеть, что
соответствующие арккосинусы связаны соотношением arccos b = π − arccos a. Таким образом,
аналогом равенства (18) в случае арккосинуса служит следующее соотношение:

arccos(−x) = π − arccosx. (23)

Пример. arccos 1
2
= π

3
, поскольку cos π

3
= 1

2
и π

3
∈ [0; π].

Пример. arccos
(
−1

2

)
= 2π

3
, поскольку cos 2π

3
= −1

2
и 2π

3
∈ [0; π].

Как видим, соотношение (23) выполнено: 2π
3
= π − π

3
, то есть arccos

(
−1

2

)
= π − arccos 1

2
.

Пример. Для любого a ∈ [−1; 1] справедливо равенство cos(arccos a) = a. Это прямо следует из
определения арккосинуса — ведь arccos a есть угол, косинус которого равен a. Таким образом,
косинус от арккосинуса непременно возвращает нас к исходному числу.

Пример. А вот взятие арккосинуса от косинуса не обязательно даст исходное число; иными
словами, равенство arccos(cosα) = α, вообще говоря, не верно.

Если α ∈ [0; π], до данное равенство выполнено. Например:

arccos
(
cos

π

6

)
= arccos

√
3

2
=
π

6
.

Но если α /∈ [0;π], то равенство нарушается:

arccos

(
cos

11π

6

)
= arccos

√
3

2
=
π

6
6= 11π

6
.

Задача. Построить график функции y = arccos(cosx).

Решение. Любому числу x ∈ R данная функция сопоставляет такое число y ∈ [0; π], что
cos y = cosx.

Если 0 6 x 6 π, то y = x, так как равенство косинусов на отрезке [0; π] влечёт равенство
самих углов. Если π 6 x 6 2π, то из тождества cos(2π − x) = cosx и оценки 0 6 2π − x 6 π
получаем y = 2π − x.

Вообще, если 2πn 6 x 6 π + 2πn (n ∈ Z), то из оценки 0 6 x − 2πn 6 π и равенства
cos(x − 2πn) = cosx получаем y = x − 2πn. Если же π + 2πn 6 x 6 2π + 2πn, то соотношения
0 6 2π − (x− 2πn) 6 π и cos(2π − x+ 2πn) = cos x дают y = 2π − x+ 2πn.

Итак,

y =

{
x− 2πn, если 2πn 6 x 6 π + 2πn;

2π − x+ 2πn, если π + 2πn 6 x 6 2π + 2πn (n ∈ Z).
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График этой функции изображён на рисунке.

X

Y

π

0 π 2π 3π 4π−π−2π−3π−4π

y = arccos(cosx)

Данный график можно получить сдвигом графика функции y = arcsin(sinx), если восполь-
зоваться тождеством

arccos(cosx) =
π

2
+ arcsin

(
sin
(
x− π

2

))
.

Выполните этот сдвиг самостоятельно, предварительно убедившись в справедливости приве-
дённого тождества.

Пример. Вычислим sin(arccos 0,8). Пусть arccos 0,8 = α; таким образом, мы ищем sinα. Имеем:

sin2 α = 1− cos2 α = 1− cos2(arccos 0,8) = 1− 0,82 = 0,36.

Будучи арккосинусом, угол α принадлежит отрезку [0;π]. На этом отрезке синус положите-
лен, поэтому

sinα =
√

0,36 = 0,6.

Итак, sin(arccos 0,8) = 0,6.

Задача. (МГУ, ВМК, 1999 ) Известно, что ctgα = 1. Сравнить

arccos

(
−
√
−
√
2 sinα− 1

4

)
и

19π

24
.

Решение. Если ctgα = 1, то α = π
4
+ 2πn или α = 5π

4
+ 2πn (n ∈ Z). В первом случае

sinα = 1√
2
, что невозможно, так как под корнем оказывается отрицательное число. Во втором

случае sinα = − 1√
2
, и тогда

arccos

(
−
√
−
√
2 sinα− 1

4

)
= arccos

(
−
√

1− 1

4

)
= arccos

(
−
√
3

2

)
=

5π

6
=

20π

24
>

19π

24
.

Ответ: Первое число больше.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Найдите площадь фигуры, заданной на коорди-
натной плоскости неравенством √

arcsinx 6
√
arccos y .

Решение. Неравенство равносильно системе{
arcsinx > 0,

arcsinx 6 arccos y.
(24)
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Множеством решений первого неравенства (24) является отрезок 0 6 x 6 1. Если y ∈ [−1; 0],
то π

2
6 arccos y 6 π, и тогда второе неравенство (24) выполнено при всех x ∈ [0; 1]. Если же

y ∈ [0; 1], то 0 6 arccos y 6 π
2
, и тогда при x ∈ [0; 1] второе неравенство (24) равносильно

x 6 sin(arccos y) =
√
1− y2 ⇔ x2 + y2 6 1.

В результате имеем объединение квадрата и четверти круга (см. рисунок).

X

Y

1

1

−1

0

Сторона квадрата и радиус круга равны 1, поэтому искомая площадь равна 1 + π
4
.

Ответ: 1 + π
4
.

3.3 Связь арксинуса и арккосинуса

Арксинус и арккосинус одного и того же числа x связаны простой формулой:

arcsinx+ arccosx =
π

2
. (25)

Докажем её. Пусть α = arcsinx и β = arccosx. Требуется показать, что α + β = π
2
.

С одной стороны, имеем x = sinα, причём α ∈
[
−π

2
; π
2

]
. С другой стороны, x = cos β, причём

β ∈ [0;π]. Отсюда sinα = cos β или, согласно формуле приведения,

sinα = sin
(π
2
− β

)
.

Теперь заметим, что величина π
2
− β принадлежит отрезку

[
−π

2
; π
2

]
(так же, как и α). Но

если равны синусы двух углов, расположенных на отрезке
[
−π

2
; π
2

]
, то совпадают и сами углы:

α =
π

2
− β,

то есть
α + β =

π

2
,

что нам и требовалось. Формула (25) тем самым доказана.

Задача. («Ломоносов», 2012 ) Найдите все целочисленные решения уравнения∣∣∣arcsin(cos 4)− πx

2

∣∣∣ = 4.
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Решение. С учётом неравенства π < 4 < 2π имеем:

arcsin(cos 4) =
π

2
− arccos(cos 4) =

π

2
− (2π − 4) = 4− 3π

2
.

Тогда наше уравнение переписывается в виде

∣∣∣∣4− π(x+ 3)

2

∣∣∣∣ = 4 ⇔

4−
π(x+ 3)

2
= 4,

4− π(x+ 3)

2
= −4

⇔

x = −3,

x =
16

π
− 3.

Второй корень не является целым числом.

Ответ: x = −3.

3.4 Арктангенс

Рассмотрим график функции y = tg x и прямую y = a:

X

Y

a

0 π
2

3π
2

5π
2

−π
2− 3π

2− 5π
2

Мы видим, что при любом a прямая пересекает график тангенса в бесконечном множестве
точек. Следовательно, каково бы ни было число a, найдётся бесконечно много углов x, тангенс
которых равен a.

Как и раньше, мы хотим единственности точки пересечения прямой и графика. Для этого
следует ограничиться одной из ветвей тангенса. Естественно выбрать «центральную» ветвь гра-
фика, отвечающую значениям x из интервала

(
−π

2
; π
2

)
. Тогда получится картина, изображённая

на следующем рисунке.
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X

Y

0 π
2−π

2

a

arctg a

b

arctg b

Теперь при любом a прямая y = a пересекает выбранную ветвь ровно в одной точке (для
наглядности на рисунке указаны положительное число a и отрицательное число b).

Иными словами, существует единственное значение x на интервале
(
−π

2
; π
2

)
, для которого

справедливо равенство tg x = a. Это значение x называется арктангенсом числа a и обозна-
чается arctg a.

Определение. Арктангенс числа a — это число, принадлежащее интервалу
(
−π

2
; π
2

)
, тангенс

которого равен a:

x = arctg a ⇔

 tg x = a,

x ∈
(
−π
2
;
π

2

)
.

(26)

Переобозначим в (26) величину a через x, a величину x через y:

y = arctg x ⇔

 tg y = x,

y ∈
(
−π
2
;
π

2

)
.

(27)

Мы получили функцию y = arctg x. Имеем два важных свойства этой функции.

• Областью определения функции y = arctg x является множество R всех действитель-
ных чисел. Это следует из соотношения x = tg y и того факта, что tg y на интерва-
ле
(
−π

2
; π
2

)
пробегает всё множество R.

32



• Областью значений функции y = arctg x является интервал
(
−π

2
; π
2

)
. Смотрите вторую

строку в определении (27).

График функции y = arctg x изображён на рисунке.

X

Y

0

π
2

−π
2

y = arctg x

Упражнение. Нарисуйте график арктангенса и центральную ветвь тангенса в одной системе
координат и убедитесь, что данные графики симметричны относительно прямой y = x.

Легко видеть, что график арктангенса симметричен относительно начала координат. Это
значит, что арктангенс — нечётная функция:

arctg(−x) = − arctg x. (28)

Разумеется, нечётность арктангенса легко доказать непосредственно из определения (27),
воспользовавшись нечётностью тангенса. Сделайте это самостоятельно.

Важной особенностью арктангенса является наличие у графика двух горизонтальных асимп-
тот. Это прямые y = ±π

2
, к которым график неограниченно приближается при x→ ±∞. Разу-

меется, горизонтальные асимптоты арктангенса суть не что иное, как отражённые относительно
прямой y = x вертикальные асимптоты x = ±π

2
центральной ветви тангенса.

Из графика арктангенса мы видим также, что функция y = arctg x возрастает на всей
числовой прямой.

Изобразим арктангенс на тригонометрической окружности. Как видим, «арктангенсы жи-
вут справа» (то есть на правой полуокружности), но не просто справа, а именно на интерва-
ле
(
−π

2
; π
2

)
.
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X

Y

arctg a

a

arctg b

b

π
2

−π
2

На рисунке изображено также число b = −a и указан arctg b. Хорошо видна нечётность
арктангенса: arctg b = − arctg a.

Пример. arctg 1 = π
4
, поскольку tg π

4
= 1 и π

4
∈
(
−π

2
; π
2

)
.

Пример. arctg(−1) = −π
4
, поскольку tg π

4
= −1 и −π

4
∈
(
−π

2
; π
2

)
. Этот же результат сразу

получается из нечётности арктангенса: arctg(−1) = − arctg 1 = −π
4
.

Пример. Взятие тангенса от арктангенса возвращает нас к исходному числу: tg(arctg a) = a
при любом a. Это прямо вытекает из определения: ведь arctg a — это число, тангенс которого
равен a.

Пример. Взятие арктангенса от тангенса не обязательно возвращает нас к исходному числу: в
общем случае arctg(tgα) 6= α.

Равенство достигается для α ∈
(
−π

2
; π
2

)
, например:

arctg
(
tg
π

3

)
= arctg

√
3 =

π

3
.

Однако в случае α /∈
(
−π

2
; π
2

)
имеем:

arctg

(
tg

4π

3

)
= arctg

√
3 =

π

3
6= 4π

3
.

Пример. Вычислим cos(arctg 2). Пусть arctg 2 = α; мы ищем, таким образом, cosα. Имеем:

cos2 α =
1

1 + tg2 α
=

1

1 + tg2(arctg 2)
=

1

1 + 22
=

1

5
.
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Будучи арктангенсом, угол α принадлежит интервалу
(
−π

2
; π
2

)
. Косинус на этом интервале

положителен, поэтому

cosα =
1√
5
.

Итак, cos(arctg 2) = 1√
5
.

Пример. Вычислим sin
(
arctg

√
2
)
. Действуем аналогично: обозначаем arctg

√
2 = α. Имеем:

sin2 α =
tg2 α

1 + tg2 α
=

2

1 + 2
=

2

3
.

Теперь заметим, что угол α положителен; будучи при этом арктангенсом, он принадлежит
интервалу

(
0; π

2

)
. Синус на этом интервале положителен, поэтому

sinα =

√
2

3
.

Таким образом, sin
(
arctg

√
2
)
=
√

2
3
.

Задача. (ОММО, 2016 ) Вычислите

2 arctg 2 + arcsin
4

5
.

Решение. Обозначим искомую сумму через γ = 2α + β, где α = arctg 2 и β = arcsin 4
5
. Оба

угла α и β принадлежат интервалу
(
0; π

2

)
. Имеем:

tg 2α =
2 tgα

1− tg2 α
=

2 · 2
1− 4

= −4

3
;

tg β =
sin β

cos β
=

4
5√

1− 16
25

=
4

3
.

Отсюда

tg γ = tg(2α + β) =
tg 2α + tg β

1− tg 2α tg β
=
−4

3
+ 4

3

1 + 16
9

= 0.

Вместе с тем очевидно, что γ > 0 и, кроме того,

γ = 2α + β < 2 · π
2
+
π

2
=

3π

2
.

Из оценки 0 < γ < 3π
2

и равенства tg γ = 0 заключаем, что γ = π.

Ответ: π.

3.5 Арккотангенс

Рассмотрим график функции y = ctg x и прямую y = a:
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X

Y

a

0 π 2π−π−2π

Мы видим, что при любом a прямая пересекает график котангенса в бесконечном множестве
точек. Следовательно, каково бы ни было число a, найдётся бесконечно много углов x, котангенс
которых равен a.

Чтобы точка пересечения оказалась единственной, нужно ограничиться одной из ветвей
котангенса. Удобно выбрать ветвь, отвечающую значениям x из интервала (0; π):
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X

Y

0 π

a

arcctg a

b

arcctg b

Теперь при любом a прямая y = a пересекает выбранную ветвь ровно в одной точке (для
наглядности на рисунке указаны положительное число a и отрицательное число b).

Иными словами, существует единственное значение x на интервале (0;π), для которого
справедливо равенство ctg x = a. Это значение x называется арккотангенсом числа a и обо-
значается arcctg a.

Определение. Арккотангенс числа a — это число, принадлежащее интервалу (0; π), котангенс
которого равен a:

x = arcctg a ⇔

{
ctg x = a,

x ∈ (0; π).
(29)

Переобозначим в (29) величину a через x, a величину x через y:

y = arcctg x ⇔

{
ctg y = x,

y ∈ (0;π).
(30)
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Мы получили функцию y = arcctg x. Имеем два важных свойства этой функции.

• Областью определения функции y = arcctg x является множество R всех действитель-
ных чисел. Это следует из соотношения x = ctg y и того факта, что ctg y на интервале (0;π)
пробегает всё множество R.

• Областью значений функции y = arcctg x является интервал (0; π). Смотрите вторую
строку в определении (30).

График функции y = arcctg x изображён на рисунке.

X

Y

0

π

y = arcctg x

Упражнение. Нарисуйте выбранную ветвь котангенса и график арккотангенса в одной си-
стеме координат и убедитесь, что они симметричны относительно прямой y = x.

График арккотангенса не симметричен относительно оси Y и не симметричен относительно
начала координат. Стало быть, арккотангенс не является ни чётной, ни нечётной функцией.

Как и в случае арктангенса, график арккотангенса имеет две горизонтальные асимптоты.
Это прямая y = 0 (к которой график неограниченно приближается при x → +∞) и прямая
y = π (к которой график неограниченно приближается при x→ −∞). Разумеется, горизонталь-
ные асимптоты арккотангенса суть не что иное, как отражённые относительно прямой y = x
вертикальные асимптоты x = 0 и x = π выбранной ветви котангенса.

Из графика арккотангенса мы видим также, что функция y = arcctg x убывает на всей
числовой оси.

Изобразим арккотангенс на тригонометрической окружности. Как видим, «арккотангенсы
живут сверху» (то есть на верхней полуокружности), но не просто сверху, а именно на интер-
вале (0; π).
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X

Y

arcctg a

a

arcctg b

b

0π

Наряду с числом a мы показали на рисунке число b = −a. Легко видеть, что соответству-
ющие арккотангенсы связаны соотношением arcctg b = π − arcctg a. Таким образом, аналогом
равенства (28) в случае арккотангенса служит следующее соотношение:

arcctg(−x) = π − arcctg x. (31)

Пример. arcctg
√
3 = π

6
, поскольку ctg π

6
=
√
3 и π

6
∈ (0;π).

Пример. arcctg
(
−
√
3
)
= 5π

6
, поскольку ctg 5π

6
= −
√
3 и 5π

6
∈ (0; π).

Как видим, соотношение (31) выполнено: 5π
6
= π − π

6
, то есть arcctg

(
−
√
3
)
= π − arcctg

√
3.

Пример. Для любого a справедливо равенство ctg(arcctg a) = a. Это прямо следует из опре-
деления арккотангенса — ведь arcctg a есть угол, котангенс которого равен a. Таким образом,
котангенс от арккотангенса непременно возвращает нас к исходному числу.

Пример. А вот взятие арккотангенса от котангенса не обязательно даст исходное число; иными
словами, равенство arcctg(ctgα) = α, вообще говоря, неверно.

Если α ∈ (0;π), до данное равенство выполнено. Например:

arcctg
(
ctg

π

3

)
= arcctg

√
3

3
=
π

3
.

Но если α /∈ (0;π), то равенство нарушается:

arcctg

(
ctg

4π

3

)
= arcctg

√
3

3
=
π

3
6= 4π

3
.

Пример. Вычислим sin(arcctg 3). Пусть arcctg 3 = α; мы ищем, таким образом, sinα. Имеем:

sin2 α =
1

1 + ctg2 α
=

1

1 + ctg2(arcctg 3)
=

1

1 + 32
=

1

10
.

Будучи арккотангенсом, угол α принадлежит интервалу (0; π). Синус на этом интервале
положителен, поэтому

sinα =
1√
10
.

Итак, sin(arcctg 3) = 1√
10
.
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Пример. Вычислим cos
(
arcctg 4

3

)
. Снова обозначаем arcctg 4

3
= α. Имеем:

cos2 α =
ctg2 α

1 + ctg2 α
=

16
9

1 + 16
9

=
16

25
.

Теперь заметим, что угол α принадлежит интервалу
(
0; π

2

)
. Косинус на этом интервале

положителен, поэтому

cosα =
4

5
.

Таким образом, cos
(
arcctg 4

3

)
= 4

5
.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Выясните, какое из чисел больше:

arctg
(√

2 +
√
3
)
+ arcctg

(√
2−
√
3
)

или
5
√
7

4
.

Решение. Пусть α = arctg
(√

2 +
√
3
)
; тогда tgα =

√
2 +
√
3 > 0 и 0 < α < π

2
. Пусть также

β = arcctg
(√

2−
√
3
)
; тогда ctg β =

√
2−
√
3 < 0 и π

2
< β < π. Имеем:

tg β =
1

ctg β
=

1√
2−
√
3
=

√
2 +
√
3(√

2−
√
3
) (√

2 +
√
3
) = −

(√
2 +
√
3
)
= − tgα.

Следовательно, β = π − α, то есть α + β = π. Остаётся сравнить π и 5
√
7

4
. Имеем:

5
√
7

4
=

√
175

16
>

√
168

16
=
√

10,5 >
√

10,24 = 3,2 > π.

Ответ: Второе число больше.

Задача. (МФТИ, 1991 ) Решить уравнение

arcsin 5x = arcctg 6x.

Решение. По определению арксинуса данное уравнение равносильно системе5x = sin(arcctg 6x),

− π

2
6 arcctg 6x 6

π

2
.

(32)

Поскольку арккотангенс принимает значения от 0 до π, синус арккотангенса положителен:

sin(arcctg 6x) = +

√
1

1 + ctg2(arcctg 6x)
=

1√
1 + 36x2

.

Поэтому система (32) равносильна системе
5x =

1√
1 + 36x2

,

arcctg 6x 6
π

2

⇔

{
36 · 25x4 + 25x2 − 1 = 0,

x > 0.

Делая в полученном уравнении замену t = 5x2, приходим к уравнению 36t2 + 5t − 1 = 0,
корни которого t1 = −1

4
и t2 = 1

9
. Корню t1 не соответствуют никакие значения x. Корень t2

даёт два значения x = ± 1
3
√
5
, из которых годится только положительное.

Ответ: 1
3
√
5
.

40



3.6 Связь арктангенса и арккотангенса

Арктангенс и арккотангенс одного и того же числа x связаны следующим соотношением:

arctg x+ arcctg x =
π

2
.

Данная формула аналогична формуле (25) и доказывается точно так же. Попробуйте про-
вести доказательство самостоятельно.

Задачи

1. (ОММО, 2016 ) Вычислите

2 arctg 4 + arcsin
8

17
.

π

2. Вычислите
4 arctg

1

5
− arctg

1

239
.

π
4

3. (МГУ, мехмат, 1999, устный экз.) Вычислить

arctg 8 + arctg
19

22
+ arcctg

(
−3

2

)
.

3π
2

4. (МГУ, ВМК, 1999 ) Известно, что tgα =
√
3. Сравнить

arccos
(
−
√
−3 cosα− 1

)
и

19π

24
.

Второечислобольше

5. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Выясните, какое из чисел больше:

arctg
(√

3 + 2
)
+ arcctg

(√
3− 2

)
или

7
√
3

4
.

Первоечислобольше

6. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Что больше: 2 sin
5π

16
cos

π

16
или сумма корней уравнения

|3 arccosx| = | arcsinx|?

Первоечислобольше
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7. («Ломоносов», 2016 ) Найдите все решения уравнения

arcctg2 x = 3arctg2 x+
π2

36
.

1√
3

8. (МГУ, ВМК, 2005 ) Решите систему уравнений arccos
x+ y

4
= arccos

5xy

24
,

x2 + y2 = 13.

(−13−
√
481

10,−13+
√
481

10),(−13+
√
481

10,−13−
√
481

10)

9. (МГУ, ф-т почвоведения, 2005 ) Решите уравнение

sin
(√

3 arcsinx
)
= 1.

sin
π
√

3
6

10. (МГУ, ИСАА, 2002 ) Решите систему уравнений
arccos 2y + arcsin 3x =

π

4
,

arcsin 2y · arccos 3x =
5π2

64
.

Для каждого решения (x, y) определите, какое из чисел больше: 2y − 3x или 4
√
2− 0,5.

(−√2−
√
2

6,

√
2−
√

2
4);первоечислобольше

11. (МФТИ, 1991 ) Решить уравнение

а) 2 arcsin 2x = arccos 7x; б) arctg 3x = arccos 8x.

а)
1
8;б)

1
6
√
2

12. (МФТИ, 2002 ) Решить уравнение

а) arctg
1− x
3x

+ arcsin 3x =
π

2
; б) arcctg

1− x
2x

+ arccos 2x =
π

2
.

а)
1
5;б)

2
5

13. При всех значениях параметра α решите неравенство arcsinx > α.

Еслиα6−
π
2,то−16x61;если−

π
2<α6

π
2,тоsinα6x61;еслиα>

π
2,торешенийнет

14. При всех значениях параметра α решите неравенство arccosx 6 α.

Еслиα<0,торешенийнет;если06α6π,тоcosα6x61;еслиα>π,то−16x61
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15. (МГУ, химич. ф-т, 2008 ) Решите неравенство

arccos 3x 6 arccos
√
6− 15x .

1
3

16. (МГУ, ВМК, 2002 ) Решите неравенство

2 cos(arcsinx)− sin

(
1

2
arccosx

)
6 0.

[−1;−7
8]∪{1}

17. («Покори Воробьёвы горы!», 2012 ) Решите неравенство

а) arcsin
(
6x2 − 12x+ 6

)
+ 2arcsin(x− 1) < 0;

б) 2 arcsin(x+ 1) + arccos
(
3x2 + 6x+ 2

)
< 0.

а)(10−
√
10

10;1);б)[−3+
√
6

3;−
5+
√

10
5)

18. (МГУ, ВМК, 1996 ) Решите неравенство

arccos 3x+ arcsin(x+ 1) 6
7π

6
.

[−5−2
√
3

26;0]

19. («Ломоносов», 2012 ) Решите неравенство
√
x+ 1−

√
3− x > arcsin(x2 − 2x− 4).

3

20. («Ломоносов», 2012 ) Найдите все целочисленные решения уравнения∣∣∣arccos(sin 6)− πx

2

∣∣∣ = 6.

5

21. (МГУ, ВКНМ, 2000 ) Решите уравнение

arccos(cosx) = x2 + 10x.

0;−9−
√

81+16π
2
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22. (МГУ, мехмат, 2003 ) Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение

sin(arccos 5x) = a+ arcsin
(
sin(7x− 3)

)
имеет единственное решение.

[π−22
5;π−

8
5)∪{π−3+

√
74
5}

23. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Найдите все отрицательные a, при которых уравнение

6πa− arcsin(sinx) + 2 arccos(cosx)− ax
tg2 x+ 4

= 0

имеет ровно три решения, принадлежащих множеству [π; +∞).

−
1
3;−

2
3;−

3
5

24. («Ломоносов», 2015 ) Найдите главный (наименьший положительный) период функции

y = (arcsin (sin (arccos (cos 3x))))−5 .

π
3

25. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Найти наибольшее значение выражения

2 arccos
(
sin(x− 2y − 1)

)
+ x− y + 2

при 0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π
2
.

2π+3

26. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Найдите площадь фигуры, заданной на координатной
плоскости неравенством √

arcsin y 6
√
arccosx .

1+
π
4

27. («Ломоносов», 2014 ) Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости нера-
венством √

arcsin
x

5
6

√
arccos

y

5
.

В ответе укажит целое число, ближайшее к найденному значению площади.

45

28. (МГУ, экономич. ф-т, 1993 ) Найдите периметр фигуры, заданной на координатной плос-
кости условиями {

2|x− 2| arcsin
(
(y + 1)2

)
6 π(2− x),

2|y + 1|+ x > 0.

10+2
√
5
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29. (МГУ, экономич. ф-т, 1999 ) Решить уравнение

x+
1

6
arccos(cos 15x+ 2 cos 4x sin 2x) =

π

12
.

−
π
26;

π
34

30. (МГУ, мехмат, 2002 ) Найдите все значения параметра a, при каждом из которых сумма
арктангенсов корней уравнения

x2 + (1− 2a)x+ a− 4 = 0

больше π
4
.

(2;+∞)

31. (МГУ, мехмат, 1998 ) Найти все значения k, при которых хотя бы одна общая точка гра-
фиков функций

y = −2

3
− arcsinx и y = −2

3
− 2 arctg kx

имеет положительную ординату.

(1
2cos21

3

;1]

32. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Укажите целое число, ближайшее к меньшему из корней
уравнения

arctg

((
5x

26
+

13

10x

)2
)
− arctg

((
5x

26
− 13

10x

)2
)

=
π

4
.

−3

33. («Ломоносов», 2014 ) Найдите количество корней уравнения

arctg
(
tg
√
35π2 + 4πx− 4x2

)
= arcsin

(
sin

√
35π2

4
+ πx− x2

)
.

13

34. (МГУ, биологич. ф-т, 2006 ) Решите уравнение

9arcsin(2x+1) + log3 (2 arcsin(2x+ 1))− 3arccos(6x+3) + log 1
3
arccos(6x+ 3) = 0.

√
17−7
8
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35. (МГУ, экономич. ф-т, 2006 ) Найдите все значения a, при которых неравенство

4a2 ·
√
2− 6

π
arcsin

(√
3− 2x

)
+

12a

π
arccos

(
2x−

√
3
)
− 8a2 − 3a 6 1

выполняется для любых x ∈
[
2
√
3−1
4

; 3
√
3

4

]
.

[−1;1
4]∪[1;+∞)

36. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Выясните, сколько корней имеет уравнение(
21x− 11 +

sinx

100

)
· sin(6 arcsinx) ·

√
(π − 6x)(π + x) = 0.

7корней

37. («Ломоносов», 2011 ) Функция y = f(t) такова, что сумма корней уравнения f(cosx) = 0 на
отрезке

[
π
2
; π
]
равна 17π, а сумма корней уравнения f(sinx) = 0 на отрезке

[
π; 3π

2

]
равна 29π.

Какова сумма корней второго уравнения на отрезке
[
3π
2
; 2π
]
?

43π

38. («Ломоносов», 2010 ) Проекции некоторой кривой в координатном пространстве на плос-
кости Oxz и Oyz удовлетворяют уравнениям 5x + cos z = 0 и z = arctg

√
y − 3 соответственно.

Найдите функцию y = f(x), график которой состоит из тех и только тех точек, которые могли
бы при этих условиях служить проекциями точек той же кривой на плоскость Oxy.

y=
1

25x2+2приx∈[−1
5;0)

39. (МГУ, экономич. ф-т, 2005 ) Фигура F задаётся на координатной плоскости неравенством

3π2 − 2 arcsin
(
y−x+9

13

)
· arccos

(
10+2x+2y

18

)
|x− 4| ·

(∣∣∣√9
√
128− 97 + x

∣∣∣+ |y + 5|
) > 0.

В каких пределах изменяются площади всевозможных кругов, целиком принадлежащих F?

(0;16π)

40. (МГУ, ВМК, 1998 ) Найти все значения параметра a, при которых существуют (x, y), удо-
влетворяющие системе неравенств

max(2− 3y, y + 2) 6 5,√
a2 +

6

π
arccos

√
1− x2 − 16− 2

π2
arcsinx · (π + 2arcsinx) > y2 + 2ay + 7.

(−∞;−
√
13]∪[113;+∞)

46



41. (МГУ, ф-т психологии, 1998 ) Найти все целые значения параметров a и b, при которых
уравнение

arcsin

(√
b2 − x2
b

)
− b · 2sin(πbx) −

∣∣∣∣arcsin(√b2 − x2b

)
+ b · 2sin(πbx)

∣∣∣∣ = 2ab

имеет не менее 10 различных решений.

a=−1,b=3,4,5,...;a=−2,b=4,5,6,...
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4 Преобразования тригонометрических уравнений
В настоящем разделе рассматриваются тригонометрические уравнения, при решении которых
существенно используются преобразования тригонометрических выражений.

Задача. (МГУ, филологич. ф-т, 2007 ) Решите уравнение

6 sin
(
2x− π

6

)
+ 5 sin

(
x− π

3

)
+ 1 = 0.

Решение. Пользуясь формулой приведения sinα = cos
(
π
2
− α

)
, получаем:

sin
(
2x− π

6

)
= cos

(π
2
− 2x+

π

6

)
= cos

(
2π

3
− 2x

)
= cos

(
2x− 2π

3

)
.

Уравнение принимает вид

6 cos

(
2x− 2π

3

)
+ 5 sin

(
x− π

3

)
+ 1 = 0

Делаем замену t = sin
(
x− π

3

)
:

6(1− 2t2) + 5t+ 1 = 0 ⇔ 12t2 − 5t− 7 = 0 ⇔

t = 1,

t = − 7

12
.

Дальнейшее очевидно.

Ответ: 5π
6
+ 2πn, π

3
+ (−1)n+1 arcsin 7

12
+ πn, n ∈ Z.

Задача. (МФТИ, 2003 ) Решить уравнение

cos 3x

cosx

(
2 cos2 x− sin2 x cos 2x− 1

)
= 1.

Решение. Преобразуем выражение в скобках:

2 cos2 x− sin2 x cos 2x− 1 = cos 2x− sin2 x cos 2x = cos 2x cos2 x.

Наше уравнение равносильно системе{
cos 3x cos 2x cosx = 1,

cosx 6= 0.
⇔ cos 3x cos 2x cosx = 1, (33)

поскольку для любого x, удовлетворяющего уравнению (33), неравенство системы выполнено.
Так как косинус по модулю не превосходит единицы, необходимым условием равенства в урав-
нении (33) является | cosx| = 1, то есть x1 = 2πn или x2 = π + 2πn (n ∈ Z). Непосредственной
проверкой убеждаемся, что x1 и x2 служат решениями уравнения (33).

Ответ: πn, n ∈ Z.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Решить уравнение

cos
(
11x+

π

4

)
= sin

(
17x+

π

4

)
.
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Решение. Пользуемся формулой приведения cosα = sin
(
π
2
− α

)
и превращаем разность сину-

сов в произведение:

0 = sin
(
17x+

π

4

)
− cos

(
11x+

π

4

)
= sin

(
17x+

π

4

)
− sin

(π
4
− 11x

)
= 2 sin 14x cos

(π
4
+ 3x

)
,

что равносильно совокупности 14x = πn,
π

4
+ 3x =

π

2
+ πn (n ∈ Z).

Ответ: πn
14
, π

12
+ πn

3
, n ∈ Z.

Задача. (МФТИ, 1999 ) Решить уравнение

sin 3x− cosx

cos 3x− sin 5x
= 1.

Решение. Уравнение равносильно системе{
sin 3x− cosx = cos 3x− sin 5x,

sin 3x− cosx 6= 0.
(34)

Преобразуем уравнение (34):

sin 3x+ sin 5x = cos 3x+ cosx ⇔ 2 sin 4x cosx = 2 cos 2x cosx ⇔
⇔ cosx(sin 4x− cos 2x) = 0 ⇔ cosx cos 2x(2 sin 2x− 1) = 0.

Следовательно, уравнение (34) равносильно совокупности
cosx = 0,

cos 2x = 0,

sin 2x =
1

2
.

Если cosx = 0, то x = π
2
+πn (n ∈ Z). При таких значениях x имеем sin 3x = ±1; неравенство

системы (34) выполнено, и данные значения x являются решениями исходного уравнения.
Если cos 2x = 0, то x = π

4
+ πn

2
(n ∈ Z). Чтобы проверить неравенство (34), разобьём данное

множество значений x на четыре серии, в каждой из которых значения отличаются на 2πn.

x1 =
π

4
+ 2πn ⇒ sin 3x1 − cosx1 =

1√
2
− 1√

2
= 0;

x2 =
3π

4
+ 2πn ⇒ sin 3x1 − cosx1 =

1√
2
+

1√
2
6= 0;

x3 = −
π

4
+ 2πn ⇒ sin 3x1 − cosx1 = −

1√
2
− 1√

2
6= 0;

x4 = −
3π

4
+ 2πn ⇒ sin 3x1 − cosx1 = −

1√
2
+

1√
2
= 0.

Как видим, годятся лишь x2 и x3. Их можно объединить в одну серию: x = −π
4
+ πn.

Наконец, если sin 2x = 1
2
, то x = (−1)n π

12
+ πn

2
(n ∈ Z). Тем же способом, что и выше,

убеждаемся, что все эти значения x удовлетворяют неравенству (34).
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Ответ: π
2
+ πn, −π

4
+ πn, (−1)n π

12
+ πn

2
, n ∈ Z.

Задача. («Физтех», 2010 ) Решить уравнение

sin 7x cosx− sin 5x cos 3x

cos 2x− sin 2x
= 0.

Решение. При ограничении
cos 2x− sin 2x 6= 0 (35)

данное уравнение равносильно уравнению

2 sin 7x cosx− 2 sin 5x cos 3x = 0 ⇔ sin 8x+ sin 6x− (sin 8x+ sin 2x) = 0 ⇔
⇔ sin 6x− sin 2x = 0 ⇔ sin 2x cos 4x = 0.

Если sin 2x = 0, то x = πn
2

(n ∈ Z). При этих значениях x имеем cos 2x = ±1, так что
неравенство (35) выполнено.

Пусть теперь cos 4x = 0, то есть

0 = cos2 2x− sin2 2x = (cos 2x− sin 2x)(cos 2x+ sin 2x).

При ограничении (35) это равносильно

cos 2x+ sin 2x = 0 ⇔ sin
(
2x+

π

4

)
= 0,

откуда x = −π
8
+ πn

2
(n ∈ Z).

Ответ: πn
2
, −π

8
+ πn

2
, n ∈ Z

Задача. (МФТИ, 2002 ) Решить уравнение

cos2 x+ cos2 2x = 1 + ctg 3x.

Решение. Пользуемся формулами понижения степени:

1 + cos 2x

2
+

1 + cos 4x

2
= 1 + ctg 3x ⇔ cos 2x+ cos 4x = 2 ctg 3x ⇔

⇔ 2 cos 3x cosx = 2
cos 3x

sin 3x
⇔ cos 3x

(
cosx− 1

sin 3x

)
= 0.

При ограничении
sin 3x 6= 0 (36)

уравнение равносильно совокупности [
cos 3x = 0,

cosx sin 3x = 1.
(37)

Если cos 3x = 0, то x = π
6
+ πn

3
(n ∈ Z). При этом sin 3x = ±1, так что неравенство (36)

выполнено.
Пусть теперь cosx sin 3x = 1. Так как косинус и синус по модулю не превосходят единицы,

данное равенство может быть выполнено только при | cosx| = 1, то есть при x = πn (n ∈ Z).
Но при таких x имеем sin 3x = 0. Следовательно, второе уравнение совокупности (37) не имеет
решений.
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Ответ: π
6
+ πn

3
, n ∈ Z

Задача. («Физтех», 2009 ) Решить уравнение

sin 3x

cos 3x+ 2 cosx
= ctg2 x.

Решение. Преобразуем левую часть, используя формулы тройного угла:

sin 3x

cos 3x+ 2 cosx
=

3 sinx− 4 sin3 x

(4 cos3 x− 3 cosx) + 2 cosx
=

sinx (3− 4(1− cos2 x))

cosx(4 cos2 x− 1)
=

sinx(4 cos2 x− 1)

cosx(4 cos2 x− 1)
.

Поэтому при ограничении

4 cos2 x− 1 6= 0 ⇔ cos 2x 6= −1

2
(38)

наше уравнение равносильно

tg x = ctg2 x ⇔ tg3 x = 1 ⇔ tg x = 1,

откуда x = π
4
+ πn (n ∈ Z). Легко видеть, что эти значения x удовлетворяют неравенству (38).

Ответ: π
4
+ πn, n ∈ Z.

Задача. (МФТИ, 2007 ) Решить уравнение

11 + cos 8x = −12 cos 4x

sin 3x
− 10 ctg2 3x.

Решение. Преобразуем левую часть:

11 + cos 8x = 11 + 2 cos2 4x− 1 = 10 + 2 cos2 4x.

При ограничении
sin 3x 6= 0 (39)

наше уравнение равносильно уравнению(
5 + cos2 4x

)
sin2 3x+ 6 cos 4x sin 3x+ 5 cos2 3x = 0 ⇔

⇔ cos2 4x sin2 3x+ 6 cos 4x sin 3x+ 5 = 0.

Замена t = cos 4x sin 3x приводит к квадратному уравнению t2 + 6t + 5 = 0 с корнями
t = −1 и t = −5. Поскольку синус и косинус не превосходят по модулю единицу, уравнение
cos 4x sin 3x = −5 не имеет решений. Остаётся рассмотреть уравнение

cos 4x sin 3x = −1 ⇔ sinx− sin 7x = 2,

которое (опять-таки по причине того, что модуль синуса не более 1) равносильно системе{
sinx = 1,

sin 7x = −1.

Решения первого уравнения системы суть x = π
2
+2πn (n ∈ Z); легко видеть, что они удовлетво-

ряют и второму уравнению, а также ограничению (39). Следовательно, эти значения x служат
решениями исходного уравнения.

Ответ: π
2
+ 2πn, n ∈ Z
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Задачи

1. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Найдите наибольший отрицательный корень уравнения

sin πx = −
√
3 cos

πx

2
.

−
2
3

2. (ОММО, 2011 ) Решите уравнение 2|x+ 2| cosx = x+ 2.

2;
2π
3+2πn,n6−1;−

2π
3+2πn,n60;±

π
3+2πn,n>0;n∈Z

3. (МГУ, филологич. ф-т, 2007 ) Решить уравнение

5 cos
(
2x+

π

3

)
= 4 sin

(
5π

6
− x
)
− 1.

−
2π
3+2πn,−

π
6+(−1)narcsin

3
5+πn,n∈Z

4. (МФТИ, 2006 ) Решить уравнение(√
3 cos 2x+ sin 2x

)2
= 7 + 3 cos

(
2x− π

6

)
.

7π
12+πn,n∈Z

5. (МГУ, централизованный экзамен, 2009 ) Решить уравнение

2 cos2 x− 5 sin 2x+
6t

π
= 0,

где t = arccos
(
cos 23π

3

)
− arcsin

(
−
√
3
2

)
.

π
4+πn,arctg

3
2+πn,n∈Z

6. (МГУ, «Математика вместо ЕГЭ», 2010 ) Решите уравнение

2 sin4 x+ 7 cos3 x = 2.

π
2+πn,±

π
3+2πn,n∈Z

7. (МГУ, ИСАА, 2005 ) Решите уравнение

cos 4x = 4 cos x cos 2x− 1.

π
4+

πn
2,±arccos

1−
√
3

2+2πn,n∈Z
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8. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Решите уравнение

cos 4x− 6 cos2 2x+ 8 cos2 x√
6x− x2 − 5

= 0.

π
3,

2π
3,

4π
3

9. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Сколько различных решений на отрезке
[
−π

2
; π
2

]
имеет

уравнение
6
√
2 cosx ctg x− 2

√
2 ctg x− 3 cosx+ 1 = 0 ?

Найдите эти решения.

Дварешения;±arccos
1
3

10. (МФТИ, 2003 ) Решить уравнение

cos 5x

cosx

(
1− 2 sin2 x− sin2 x cos 2x

)
= 1.

πn,n∈Z

11. («Физтех», 2014 ) Решите уравнение
√
3 cosx

sinx+ cosx
= tg 2x+

sinx

sinx− cosx
.

π
3+πn,n∈Z

12. («Физтех», 2014 ) Решите уравнение

cosx cos
(
x− π

4

)
9 cos2 x+ 7 sin2 x− 8

−
cosx sin

(
x− π

4

)
8− 7 cos2 x− 9 sin2 x

=
tg 2x√

2
.

π
2+πn,n∈Z

13. (МФТИ, 1993 ) Найдите все решения уравнения

sin 6x

sinx− cosx
=

cos 6x

cosx+ sinx
,

принадлежащие интервалу
(
−π

2
; 0
)
.

−
π
20,−

9π
20

14. (МФТИ, 1994 ) Решить уравнение

2 cosx+ sin2 x

ctg x− sin 2x
= tg 2x.

π±arccos
1
3+2πn,n∈Z
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15. (МФТИ, 2002 ) Решить уравнение

3 + 4 cos 2x− 8 cos4 x

sin 2x− cos 2x
=

1

sin 2x
.

π
4+

πn
2,n∈Z

16. (МГУ, экз. для иностр. гр-н, 2010 ) Решите уравнение

cosx+ sin 2x

cos 3x
= 1.

πn,n∈Z

17. (МГУ, физический ф-т, 2007 ) Решите уравнение

sin 5x− sin 3x

2 sinx
= 1.

π
2+πn,n∈Z

18. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Решить уравнение

sin
(
14x+

π

4

)
= cos

(
20x+

π

4

)
.

πn
17,−

π
12+

πn
3,n∈Z

19. (МГУ, химический ф-т, 2006 ) Решить уравнение

cosx+ sinx+ cos 3x+ sin 3x = −
√
6 cosx.

π
2+πn,

π
8±

5π
12+πn,n∈Z

20. (МФТИ, 1999 ) Решить уравнение

cos 3x+ sin 5x

cosx+ sin 3x
= −1.

π
2+πn,

π
4+πn,(−1)n+1π

12+
πn
2,n∈Z

21. (МФТИ, 2006 ) Решить уравнение

5 sin 3x+ 16 cosx+ 5 sinx = 12 cos3 x.

π
2+πn,−

π
4+πn,−arctg

1
4+πn,n∈Z

22. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Решить уравнение

cos 5x+ cosx

cos 4x+ cos 2x
=

1 + cos 4x

cosx
.

π
4+

πn
2,n∈Z
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23. («Физтех», 2012 ) Решите уравнение

cos2 2x+ cos2 4x = 1 + ctg 6x.

π
12+

πn
6,n∈Z

24. (МФТИ, 2002 ) Решить уравнение

sin2 x+ sin2 2x = 1− cos 3x

cos 2x
.

2πn,
π
6+

πn
3,n∈Z

25. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Решить уравнение

6 cos 9x cos 2x = 1 + 3 cos 11x+ 2 cos3 7x.

2πn
7,±

1
7arccos

√
3−1
2+

2πn
7,n∈Z

26. («Физтех», 2010 ) Решить уравнение

sin 5x cos 3x− sin 7x cosx

cos 2x+ sin 2x
= 0.

πn
2,

π
8+

πn
2,n∈Z

27. («Физтех», 2009 ) Найти решения уравнения

cosx

cos 3x
− cos 5x

cosx
+ 8 sinx sin 3x = 0,

удовлетворяющие неравенству sinx > 0.

πn,α+2πn,
π
2±α+2πn,π−α+2πn,n∈Z,α=

1
4arccos(−2

3)

28. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Найдите сумму корней уравнения

cos2 x+ cos2 3x− 2 cosx cos 2x cos 3x = sin2 4x,

принадлежащих отрезку [π; 2π]. В ответе укажите целое число, наиболее близкое к найденной
сумме.

33

29. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Найдите все общие точки графиков

y = 8 cos πx · cos 2πx · cos2 4πx и y = cos 11πx

с абсциссами, принадлежащими отрезку [0; 1]. В ответе укажите сумму абсцисс найденных
точек.

4,5
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30. (МФТИ, 1997 ) Решить уравнение

cosx

cos 3x
− cos 5x

cosx
= 8 sin x sin 3x.

πn,
π
8+

πn
4,n∈Z

31. (МФТИ, 2000 ) Решить уравнение

sin2 5x

sin2 x
= 24 cos 2x+

cos2 5x

cos2 x
.

π
4+

πn
2,n∈Z

32. (МГУ, ф-т психологии, 2006 ) Решить уравнение

9 cos 2x+ 9 cos 6x = 36 cos x cos 3x+ 140
√
3 sinx sin 2x− 162.

±arccos
√
3

3+2πn,n∈Z

33. (ОММО, 2012 ) Найдите сумму всех различных корней уравнения

sinx+ sin 2x+ sin 3x+ sin 4x+ sin 5x = 0,

принадлежащих интервалу (0; π).

11π
5

34. (МГУ, ИСАА, 2006 ) Решите уравнение:

3 + 6 cos 2x+ 3 cos 4x+ 2 cos 6x = 0.

π
4+

πn
2,

π
2±

1
2arccos

3
4+2πn,n∈Z

35. («Физтех», 2009 ) Решить уравнение

cos 3x

sin 3x− 2 sinx
= tg2 x.

π
4+πn,n∈Z

36. (МФТИ, 2008 ) Решить уравнение

4 cos 4x cos2 2x− 3 cos 2x− cos 6x

2 sin2 x− 1
= 0.

πn
3,n∈Z
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37. (МГУ, геологич. ф-т, 2006 ) Найдите корни уравнения
√
3(sin 2x+ cos 3x)

cos 2x− sin 3x
= 1,

расположенные в интервале (1; 2).

11π
30

38. (МГУ, геологич. ф-т, 2008 ) Найти корни уравнения
√
3 sin 2x− 2 sin

(
π
3
− x
)
− cos 2x

cos
(
x− 7π

3

) = 0,

расположенные на промежутке
[
5π
2
; 7π

2

]
.

7π
2

39. (МГУ, географич. ф-т, 2006 ) Решить уравнение

2 sinx− 1

cosx
+ tg x− 1 = 0.

π+2πn,
π
4+πn,n∈Z

40. (МФТИ, 2007 ) Решить уравнение

9 + cos 12x = 10
cos 6x

sin 5x
− 8 ctg2 5x.

−
π
2+2πn,n∈Z

41. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Определите, сколько корней на промежутке [−π; π] имеет
уравнение

2 cos 4x+ 1

2 cosx−
√
3
=

2 sin 4x−
√
3

2 sinx− 1
,

и найдите эти корни.

Четырекорня:−5π/6,−π/3,π/2,2π/3

42. (МФТИ, 1993 ) Найдите все решения уравнения
√
3 sinx− cosx

sin 6x
=

√
3 cosx+ sinx

cos 6x
,

принадлежащие интервалу
(
0; π

2

)
.

11π
30

57



43. (МГУ, химический ф-т, 2005 ) Решите уравнение

ctg x = tg 4x+ cos 5x.

π
10+

πn
5,n∈Z

44. («Физтех», 2012 ) Найдите наименьший корень уравнения

ctg 6x− tg 5x =
1

cos 5x
,

принадлежащий отрезку
[
8π
17
; 40π

17

]
.

21π
34

45. («Физтех», 2010 ) Решить уравнение

sin 2x cos 10x− sin 4x cos 8x

cos 2x
= 0.

πn
2,±

π
12+

πn
2,n∈Z

46. (МГУ, ф-т биоинженерии и биоинформатики, 2010 )
а) Решите уравнение

9(sinx+ cosx)2

cos 2x
+

32(1 + 7 ctg x tg 4x)

tg x+ 7 tg 4x
+ 7 = 0.

б) Найдите сумму всех корней этого уравнения, принадлежащих отрезку [0; 120π], и выяс-
ните, что больше: эта сумма или число 23040.

а)arctg4+πn,n∈Z;б)120arctg4+7140π<23040

47. (МГУ, ВМК, 2007 ) Найдите все решения уравнения

2 sin

(
x+

7π

25

)
· sin

(
3x+

18π

25

)
= cos 4x+ 2cos

2π
3 ,

принадлежащие отрезку
[
− π

10
; 4π

5

]
.

−
19π
200,

131π
200

48. («Физтех», 2009 ) Найти решения уравнения

sinx

cos 3x
+

cos 5x

sinx
+ 4(sin 4x+ sin 2x) = 8 cosx sin 3x,

удовлетворяющие неравенству cosx > 0.

π
8+

πk
4+2πn,n∈Z,k=0,1,6,7
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49. («Физтех», 2009 ) Решить уравнение

sin 4x

4 cosx+ cos 3x
= −4 sin3 x.

πn,n∈Z

50. («Физтех», 2009 ) Решить уравнение

tg 3x+
1

cos 3x
= tg x+

1

cosx
− sin 4x

cosx cos 3x
.

πn,(−1)n+1arcsin
√
13−1
4+πn,n∈Z

51. (МФТИ, 2008 ) Решить уравнение

64 sin3 x cos5 x+ sin 6x− 3 sin 2x

sinx cosx
= 0.

π
4+

πn
2,n∈Z

52. (МФТИ, 2006 ) Решить уравнение

8 cos2 x sinx+ cosx = cos 3x+ 6 sinx.

πn,
π
4+πn,−arctg

1
3+πn,n∈Z

53. (МФТИ, 2006 ) Решить уравнение

tg 4x tg 5x

tg 5x− tg 4x
=

tg 3x tg 2x

tg 3x− tg 2x
.

πn
7(n6=7k),k,n∈Z

54. (МФТИ, 1997 ) Решить уравнение

sin 3x

sinx
− sinx

sin 3x
= 2 cos 2x.

π
4+

πn
2,n∈Z

55. (МФТИ, 2000 ) Решить уравнение

sin2 7x

sin2 x
= 16 cos 4x(1 + 2 cos 4x) +

cos2 7x

cos2 x
.

π
8+

πn
4,±

π
6+

πn
2,n∈Z

56. (МФТИ, 2000 ) Решить уравнение

sin 3x

cos 2x cos 5x
+

sin 3x

cos 5x cos 8x
= sin 8x− tg 2x.

πn
8,n∈Z,n6=2+4k,n6=4+8k,k∈Z
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57. (МФТИ, 2001 ) Решить уравнение

sin3 x cos 3x

cosx
+ cos2 x sin 3x = 6 cos 2x sin2 x.

πn,
π
4+

πn
2,(−1)nπ

6+πn,n∈Z

58. (МФТИ, 2002 ) Решить уравнение

3 + cos 4x− 8 sin4 x

4(sinx+ cosx)
=

1

cosx
.

πn,n∈Z

59. (МФТИ, 2005 ) Решить уравнение

sin 3x
2
sin 5x

2

cosx cos 4x
−

sin x
2
sin 7x

2

cos 4x cos 3x
=

2 sinx sin 2x

cosx cos 3x
− 1

5 cosx
.

±
1
2arccos

6
7+πn,n∈Z

60. (МФТИ, 2005 ) Решить уравнение

sin5 x− cos5 x
√
2 sin

(
x− π

4

) +
sin5 x+ cos5 x
√
2 sin

(
x+

π

4

) =
7

8
− 3

2
cos 2x.

±
π
3+πn,n∈Z

61. (МФТИ, 2007 ) Решить уравнение

ctg

(
π

6
− 2π sin2 x+ π

4 sin6 x+ 1

)
− tg

(
π

4 sin6 x+ 1

)
= 0.

π
4+

πn
2,n∈Z

62. (МГУ, мехмат, 2009 ) Решить уравнение

cos 4x+ sin
(
2x− aπ

64

)
= sin 3x,

где a — наименьшее из таких двузначных натуральных чисел, при приписывании которых
справа к числу 20092009 полученное десятизначное число делится на 36.

πn
3,(−1)nπ

6+πn,n∈Z
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63. (МГУ, мехмат, 2008 ) Игорь решал тригонометрическое уравнение и получил ответ

(−1)nπ
6
+ πn,

4π

3
± π

6
+ 2πk, n, k ∈ Z.

Ответ в конце учебника выглядел иначе:

−5π

6
+ 2πn,

π

6
+

2π

3
k, n, k ∈ Z.

Правильный ли ответ получил Игорь? Привести пример тригонометрического уравнения с от-
ветом как в учебнике.

Да.Пример:(sin3x−1)(cosx+
√
3

2)=0

64. (Олимпиада СПбГУ, 2011 ) Решить уравнение

4 cosx− cos 3x+ 3 = 3 sin 3x.

±
2π
3+2πn,π+2πn,−

π
2+2πn,n∈Z

65. («Ломоносов», 2006 ) Решите уравнение

sin(x2 + x) + sin

(
x+

2π

3

)
+ sin

(
x+

4π

3

)
= 0.

±
√
2πn,−1±

√
1+π+2πn,n=0,1,2,...

66. («Ломоносов», 2015 ) Найдите все значения x, при которых числа 4 ctg(πx), tg 2πx
3

и 6 tg πx
3
,

взятые в указанном порядке, образуют арифметическую прогрессию. Из этих значений x вы-
берите принадлежащие отрезку [3; 9] и запишите в ответ их сумму.

48

67. («Ломоносов», 2016 ) Решите уравнение

5 sin

(
2x+ arccos

4

5

)
+ 8
√
5 sin

(
x− arccos

2
√
5

5

)
= 11.

В ответе укажите сумму всех решений, принадлежащих промежутку
(
7π
3
; 7π

2

)
, при необходимо-

сти округлив результат до двух знаков после запятой.

9,42

68. («Покори Воробьёвы горы!», 2008 ) Решите уравнение

cos 6x− 3 cos 5x+ cos 4x− 4 cosx+ 5 = 0.

2πn,n∈Z

61



69. («Покори Воробьёвы горы!», 2013 ) Решите уравнение

sin

(
x+ 30 · 2π

7

)
+ sin

(
x+ 31 · 2π

7

)
+ . . .+ sin

(
x+ 35 · 2π

7

)
= 1.

−
π
2+2πn,n∈Z

70. («Покори Воробьёвы горы!», 2011 ) Найдите наименьшее натуральное решение уравнения

sin(2011x)◦ = sinx◦.

12

71. («Покори Воробьёвы горы!», 2011 ) Решите уравнение

sin(sinx) = sin(cos x+ 1).

π
2+2πn,π+2πn,n∈Z

72. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Определите, сколько корней уравнения

4 sin 2x+ 3 cos 2x− 2 sinx− 4 cosx+ 1 = 0

расположено на отрезке
[
102014!π; 102014!+2015π

]
. В ответ запишите сумму всех цифр найденного

числа.
18135

73. («Покори Воробьёвы горы!», 2016 ) Решите уравнение

(1− cosx)(2 + sin x+ 4 cosx) + 5(1 + cosx)(2− sinx+ 2 cosx) = 0.

В ответ запишите сумму всех корней уравнения на промежутке [1018π; 1019π], округлённую до
сотых.

6342,03

74. («Ломоносов», 2014 ) Найдите все значения α, при каждом из которых нули функций

f(x) = sin

(
3x

2
− α

)
и g(x) = 2 sin 2x− 4 sin

(
x− π

3

)
−
√
3

строго чередуются на числовой оси.

πn<α<
π
2+πn,n∈Z

75. («Ломоносов», 2006 ) Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение

cos 2x+ 2a cosx+ |2a+ 1| − 2 = 0

имеет решения и все его положительные решения образуют арифметическую прогрессию.

{−2}∪[−1
2;0]∪{1

2}∪[2;+∞)
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76. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Найдите все значения a, при которых расстояние между
любыми соседними корнями уравнения

3 tg a · cos 2x+ 3
√
2 cos 3a · cosx+ 3 tg a− ctg a = 0

меньше либо равно π/2.

±
π
6+πn,n∈Z

77. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Для каждого значения a решите уравнение

4− sin2 x+ cos 4x+ cos 2x+ 2 sin 3x sin 7x− cos2 7x− cos2 πa = 0.

Еслиa∈Z,тоx=
π
4+

πn
2,n∈Z;еслиa/∈Z,торешенийнет

78. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Для каких из перечисленных значений параметра a
(a = −1, 2010, log2 3) найдётся такое значение b, что уравнение

cosx+ cos ax = b

имеет единственное решение?

log23
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5 Тригонометрические уравнения с модулем
Данный раздел посвящён тригонометрическим уравнениям, в которых тригонометрические
функции от неизвестной величины содержатся под знаком модуля.

Как правило, модуль приходится снимать по обычным правилам, рассматривая случаи раз-
ных знаков тригонометрического выражения под модулем.

Задача. («Ломоносов», 2013 ) Решить уравнение
√
6 cosx−

√
2 | sinx| = 2.

Решение. Разделив обе части уравнения на 2
√
2, получим:

√
3

2
cosx− 1

2
| sinx| = 1√

2
⇔ cosx cos

π

6
− | sinx| sin π

6
=

1√
2
.

Если
sinx > 0, (40)

то уравнение принимает вид

cosx cos
π

6
− sinx sin

π

6
=

1√
2
⇔ cos

(
x+

π

6

)
=

1

2

с решениями x = −π
6
± π

4
+ 2πn, которые запишем в виде двух отдельных серий:

x1 =
π

12
+ 2πn, x2 = −

5π

12
+ 2πn (n ∈ Z).

Условию (40) удовлетворяет только серия x1.
Если же

sinx < 0, (41)

то уравнение примет вид

cosx cos
π

6
+ sinx sin

π

6
=

1√
2
⇔ cos

(
x− π

6

)
=

1

2

с решениями

x3 =
5π

12
+ 2πn, x4 = −

π

12
+ 2πn (n ∈ Z).

Условию (41) удовлетворяет только серия x4.

Ответ: x = ± π
12

+ 2πn, n ∈ Z.
Стандартное действие новичка — начинать решать неравенства (40) и (41). Как видите, де-

лать этого не надо. В данном случае достаточно было проверить, какие из полученных решений
удовлетворяют указанным неравенствам, а какие — нет.

Задача. (МФТИ, 2003 ) Решить уравнение

cos 3x sin 5x+ | cos 5x sin 3x|
cos 2x

= 2 sin 2x.

Решение. На множестве
E = {x ∈ R : cos 2x 6= 0}
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имеем равносильное уравнение

cos 3x sin 5x+ | cos 5x sin 3x| = sin 4x. (42)

Рассмотрим сначала случай

cos 5x sin 3x > 0 ⇔ sin 8x− sin 2x > 0. (43)

Из (42) получаем:

cos 3x sin 5x+ cos 5x sin 3x = sin 4x ⇔ sin 8x = sin 4x ⇔ sin 2x cos 6x = 0. (44)

Можно решить полученное уравнение и отобрать корни, удовлетворяющие условию (43);
для этого, однако, придётся рассмотреть 12 случаев (перебирая все остатки от деления на 12).
Мы поступим иначе.

Во-первых, заметим, что промежуточное равенство sin 8x = sin 4x из цепочки (44) позволяет
заменить условие (43) на равносильное неравенство

sin 4x− sin 2x > 0 ⇔ sin 2x(2 cos 2x− 1) > 0.

Во-вторых, продолжим преобразование уравнения (44):

sin 2x cos 6x = 0 ⇔ sin 2x(4 cos3 2x− 3 cos 2x) = 0 ⇔ sin 2x(4 cos2 2x− 3) = 0

(в последнем переходе учтено ограничение x ∈ E). Итак, исходное уравнение на множестве E
в рассматриваемом случае равносильно системе sin 2x

(
cos 2x−

√
3

2

)(
cos 2x+

√
3

2

)
= 0,

sin 2x(2 cos 2x− 1) > 0.

Если sin 2x = 0, то x = πn
2
, n ∈ Z. Все эти значения служат решениями системы.

Если cos 2x =
√
3
2
, то в силу неравенства системы имеем sin 2x > 0, то есть sin 2x = 1

2
. Отсюда

2x = π
6
+ 2πn и x = π

12
+ πn, n ∈ Z.

Если cos 2x = −
√
3
2
, то в силу неравенства системы имеем sin 2x < 0, то есть sin 2x = −1

2
.

Отсюда 2x = 7π
6
+ 2πn и x = 7π

12
+ πn, n ∈ Z.

Две серии π
12

+ πn и 7π
12

+ πn можно объединить в одну: π
12

+ πn
2
.

Перейдём к случаю

cos 5x sin 3x < 0 ⇔ sin 8x− sin 2x < 0. (45)

Из (42) получаем тогда:

cos 3x sin 5x− cos 5x sin 3x = sin 4x ⇔ sin 2x = sin 4x ⇔ sin 2x(2 cos 2x− 1) = 0.

С учётом промежуточного равенства sin 2x = sin 4x имеем вместо (45) равносильное нера-
венство

sin 8x− sin 4x < 0 ⇔ sin 2x cos 6x < 0 ⇔ sin 2x(4 cos3 2x− 3 cos 2x) < 0.

Таким образом, исходное уравнение на множестве E в рассматриваемом случае равносильно
системе {

sin 2x(2 cos 2x− 1) = 0,

sin 2x(4 cos3 2x− 3 cos 2x) < 0.
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Из уравнения системы получаем cos 2x = 1
2
, и тогда из неравенства системы имеем sin 2x > 0,

то есть sin 2x =
√
3
2
. Отсюда 2x = π

3
+ 2πn и x = π

6
+ πn, n ∈ Z.

Ответ: πn
2
, π

12
+ πn

2
, π

6
+ πn, n ∈ Z.

В некоторых ситуациях не следует торопиться снимать модуль с тригонометрического вы-
ражения.

Задача. («Физтех», 2015 ) Решите уравнение(
7

4
− 2 cos 2x

)
|2 cos 2x+ 1| = cosx(cosx− cos 5x).

Решение. Данное уравнение сводится к алгебраическому с помощью замены t = cos 2x. В са-
мом деле, удвоенная правая часть равна

2 cos2 x− 2 cosx cos 5x = 1 + cos 2x− cos 4x− cos 6x = 1 + t− (2t2 − 1)− (4t3 − 3t) =

= 2 + 4t− 2t2 − 4t3 = (2t+ 1)(2− 2t2).

Уравнение принимает вид: (
7

2
− 4t

)
|2t+ 1| = (2t+ 1)(2− 2t2). (46)

Значение t = −1
2
является корнем уравнения (46).

Пусть 2t + 1 > 0. Снимая модуль и сокращая на ненулевой множитель 2t + 1, приходим
к уравнению

7

2
− 4t = 2− 2t2 ⇔ 2t2 − 4t+

3

2
= 0

с корнями t1 = 1
2
и t2 = 3

2
. Корень t2 мы отбросим, так как t2 > 1.

Пусть теперь 2t+ 1 < 0. Действуя аналогично, приходим к уравнению

2t2 + 4t− 11

2
= 0

с корнями t3 = −2−
√
15

2
< −1 и t4 = −2+

√
15

2
> −1

2
. Оба они не годятся.

Итак, имеем t = ±1
2
и легко получаем ответ.

Ответ: ±π
6
+ πn

2
, n ∈ Z.

Задачи

1. («Ломоносов», 2013 ) Решить уравнение
√
6 sinx+

√
2 | cosx| = 2.

π
12+2πn,

11π
12+2πn,n∈Z

2. (МФТИ, 1993 ) Решить уравнение

sin 3x+ | sinx| = sin 2x.

πn,
π
2+2πn,

π
3+πn,n∈Z
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3. («Физтех», 2010 ) Решить уравнение

3| cosx|+ cos 2x+ cos 3x+ cos 4x = 0.

π
2+πn,±arccos

√
13−1
4+πn,n∈Z

4. («Физтех», 2015 ) Решите уравнение

| sinx|+ sin 3x

cosx cos 2x
=

2√
3
.

π
12+2πn,

7π
12+2πn,−

5π
6+2πn,n∈Z

5. («Физтех», 2015 ) Решите уравнение

1

2

∣∣∣∣cos 2x+ 1

2

∣∣∣∣ = sin2 x+ sinx sin 5x.

±
π
6+

πn
2,n∈Z

6. («Физтех», 2016 ) Решите уравнение

3 sin 3x

sinx
− 2 cos 3x

cosx
= 7| cosx|.

±arccos
3
4+πn,n∈Z

7. («Физтех», 2016 ) Решите уравнение

cos 5x− cos 7x

sin 4x+ sin 2x
= 2| sin 2x|.

−arccos(±√13−1
4)+2πn,n∈Z

8. (МФТИ, 2004 ) Решить уравнение

sin 3x+ cos 2x = cos 4x− 3| sinx|.

πn,
π
2+2πn,n∈Z

9. (МФТИ, 2003 ) Решить уравнение

sinx+ | cosx| = sin 4x+ cos 2x.

−
π
4+2πn,

5π
4+2πn,

π
6+2πn,π+2πn,

3π
2+2πn,n∈Z
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10. («Ломоносов», 2011 ) Найдите все решения уравнения

| sin 2x− cosx| =
∣∣| sin 2x| − | cosx|∣∣

на промежутке (−2π; 2π].

(−2π;−π]∪[0;π]∪{−π2,3π2,2π}

11. («Ломоносов», 2014 ) Найдите наименьший корень уравнения

|sin 2πx+ cos πx| =
∣∣| sin 2πx| − | cos πx|∣∣,

принадлежащий промежутку
(
−2;−1

4

)
.

−1,5

12. («Ломоносов», 2010 ) Сколько решений на отрезке [0; π] имеет уравнение

5 sinx+ 4 = |5 cosx+ 2|?

Однорешение

13. (МГУ, «Математика вместо ЕГЭ», 2009 ) Решить уравнение

sin 2x+ cos 2x = | sin 2x|−1.
π
4+πn,

π
8+πn,n∈Z

14. (МГУ, экономический ф-т, 2008 ) Решить уравнение

| sinx|
tg x

= cos 3x.

−
π
4+2πn,−

3π
4+2πn,n∈Z

15. (МГУ, мехмат, 2007 ) Решить уравнение

3 cosx|3 sinx+ cosx| = sinx| cosx− 3 sinx|.

π
2−

1
2arctg

3
5+πn,n∈Z

16. (МГУ, мехмат, 2006 ) Решить уравнение

|1− 2 sinx+ cosx|+ 2 sinx+ 1 = cos 2x.

π+2πn,n∈Z

17. (МГУ, ф-т гос. управления, 2006 ) Решите уравнение

sin |1− 2x|+ cosx = 0.

1±
π
2∓2πn,n∈Z
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18. («Физтех», 2008 ) Решить уравнение

sin3 x cos 3x+ cos3 x sin 3x

| cos 2x|
=

3

4
.

π
12+

πn
2,n∈Z

19. (МФТИ, 2007 ) Решить уравнение

sin 2x = 2 sin3 |x|+ sin 2x cosx.

πn,
2π
3+2πk(k6−1),−

2π
3+2πk(k60),k,n∈Z

20. («Физтех», 2007 ) Решить уравнение

sin 9x+ 4 sin2 3x− 3

1− sin 3x
= | sin 3x|.

π
2+

2πn
3,n∈Z

21. (МФТИ, 2004 ) Решить уравнение

2 sin 3x

sinx
=
| cos 6x|
cos 2x

.

±
1
2arccos

1−
√
6

2+πn,±
1
2arccos

√
2−1
2+πn,n∈Z

22. (МФТИ, 1995 ) Решить уравнение(√
3 + 1

)
cos 3x− cos 5x

| cosx|
=
√
3 .

α+2πn,n∈Z,α∈{0,±π
12,±

3π
4}

23. (МФТИ, 1998 ) Решить уравнение

sin 3x

| sinx|
+

3 sinx

sin 3x
= −2.

−
π
2+πn,n∈Z

24. (МФТИ, 1999 ) Решить уравнение

2 +
√
3 sin 2x− | cos 2x| = 4 sin2 x

2
.

−
π
9+2πn,

4π
9+2πn,

11π
9+2πn,

4π
3+2πn,n∈Z

25. (МФТИ, 2001 ) Решить уравнение

tg x+ tg 3x =
√

1 + tg2 x .

−
3π
14+πn,

π
14+πn,

5π
14+πn,n∈Z
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26. (МФТИ, 2001 ) Решить уравнение

cos 4x− cos 3x+ cos 2x− cosx

sin 4x− sin 3x− sin 2x+ sinx
=

√
2 |2 cos2 x− 1|

sinx cos
(
x+ π

4

) .

−arctg
1
2+πn,−arctg

3
2+πn,n∈Z

27. (МФТИ, 2003 ) Решить уравнение

cos 3x cos 5x+ | sin 5x sin 3x|
sin 2x

= 2 cos 2x.

π
12+πn,

13π
24+πn,

5π
24+

πn
2,n∈Z
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6 Тригонометрические уравнения с радикалами
Этот раздел посвящён тригонометрическим уравнениям, в которых тригонометрические функ-
ции от неизвестной величины содержатся под знаком корня.

6.1 Уравнения вида
√
f(x) = g(x)

Уравнение вида √
f(x) = g(x)

равносильно системе {
f(x) = (g(x))2 ,

g(x) > 0.

(Почему отсутствует неравенство f(x) > 0? Оно не нужно — ведь выражение f(x) прирав-
нивается к квадрату выражения g(x) и потому автоматически оказывается неотрицательным.)

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Решите уравнение
√
41 cosx+ 40 + 2

√
5 sinx = 0.

Решение. Будучи переписано в виде
√
41 cosx+ 40 = −2

√
5 sinx,

данное уравнение равносильно системе{
41 cosx+ 40 = 20 sin2 x,

sinx 6 0.
(47)

Преобразуем уравнение (47):

20 cos2 x+ 41 cosx+ 20 = 0 ⇔

 cosx = −5

4
,

cosx = −4

5

⇔

x1 = arccos

(
−4

5

)
+ 2πn,

x2 = − arccos

(
−4

5

)
+ 2πn, n ∈ Z.

Серия x1 расположена во второй четверти (sinx1 > 0); для неё неравенство (47) не выпол-
нено. Серия x2 расположена в третьей четверти (sinx2 < 0) и удовлетворяет неравенству (47).

Ответ: − arccos
(
−4

5

)
+ 2πn, n ∈ Z.

Задача. («Физтех», 2013 ) Решите уравнение√
3 +

25

2
sin2 x =

√
6 cosx− 1√

2
sinx.

Решение. Данное уравнение равносильно системе
3 +

25

2
sin2 x =

(√
6 cosx− 1√

2
sinx

)2

,

√
6 cosx− 1√

2
sinx > 0

⇔

⇔

{
15 sin2 x+ 2

√
3 sinx cosx− 3 cos2 x = 0,

2
√
3 cosx− sinx > 0.

(48)
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Если положить cosx = 0 в уравнении (48), то получим и sinx = 0 вопреки основному
тригонометрическому тождеству. Значит, все решения уравнения (48) удовлетворяют условию
cosx 6= 0. Деля обе части уравнения (48) на cos2 x, получим равносильное уравнение

15 tg2 x+ 2
√
3 tg x− 3 = 0 ⇔

 tg x = −
√
3

3
,

tg x =

√
3

5

⇔

x = −π
6
+ πn,

x = arctg

√
3

5
+ πn, n ∈ Z.

Решения уравнения (48) записаны в виде двух серий с периодом π каждая. Чтобы удоб-
нее было проверять неравенство (48), представим найденные решения в виде четырёх серий с
периодом 2π каждая:

x1 = −
π

6
+ 2πn; x3 = arctg

√
3

5
+ 2πn;

x2 =
5π

6
+ 2πn; x4 = π + arctg

√
3

5
+ 2πn (n ∈ Z).

Теперь имеем:

2
√
3 cosx1 − sinx1 = 2

√
3 ·
√
3

2
+

1

2
> 0;

2
√
3 cosx2 − sinx2 = −2

√
3 ·
√
3

2
− 1

2
< 0;

2
√
3 cosx3 − sinx3 = 2

√
3 · 5√

28
−
√
3√
28

> 0;

2
√
3 cosx4 − sinx4 = −2

√
3 · 5√

28
+

√
3√
28

< 0.

Следовательно, решениями исходного уравнения являются серии x1 и x3.

Ответ: −π
6
+ 2πn, arctg

√
3
5
+ 2πn, n ∈ Z.

6.2 Уравнения вида
√
f(x) =

√
g(x)

Уравнение вида √
f(x) =

√
g(x)

равносильно одной из двух систем:{
f(x) = g(x),

f(x) > 0
или

{
f(x) = g(x),

g(x) > 0.

Разумеется, достаточно учесть лишь одно из неравенств f(x) > 0 или g(x) > 0, поскольку второе
из этих неравенств будет выполнено автоматически ввиду уравнения f(x) = g(x). Какое именно
выражение сравнивать с нулём — f(x) или g(x) — диктуется исключительно соображениями
удобства.

Задача. (МГУ, геологич. ф-т, 2005 ) Найдите наибольший корень уравнения
√
8− x− cos 2x =

√
10− x− sinx .
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Решение. Уравнение равносильно системе{
8− x− cos 2x = 10− x− sinx,

10− x− sinx > 0.
(49)

Преобразуем уравнение (49):

2 sin2 x+ sinx− 3 = 0 ⇔

 sinx = 1,

sinx = −3

2

⇔ x =
π

2
+ 2πn, n ∈ Z.

Теперь неравенство (49) даёт:

10−
(π
2
+ 2πn

)
− 1 > 0 ⇔ n 6

18− π
4π

.

Легко убедиться, что наибольшее целое n, удовлетворяющее полученному неравенству, рав-
но 1. Поэтому наибольшее решение нашего уравнения равно π

2
+ 2π = 5π

2
.

Ответ: 5π
2
.

6.3 Уравнения вида f(x)
√
g(x) = 0

Рассмотрим уравнение
f(x)

√
g(x) = 0.

Тут возможны два случая: 1) g(x) = 0, и при этом f(x) определено; 2) g(x) > 0, и тогда f(x) = 0.
Таким образом, имеет место эквивалентность:

f(x)
√
g(x) = 0 ⇔


{
g(x) = 0,

f(x) определено,{
g(x) > 0,

f(x) = 0.

Задача. (МГУ, ВМК, 1998 ) Решить уравнение

ctg x ·
√
cosx+ 3 sinx− 1 = 0.

Решение. Уравнение равносильно совокупности систем:
{
cosx+ 3 sinx− 1 = 0,

sinx 6= 0,{
cosx+ 3 sinx− 1 > 0,

ctg x = 0.

(50)

Рассмотрим уравнение первой системы (50):

cosx+ 3 sinx = 1 ⇔ cos

(
x− arccos

1√
10

)
=

1√
10

⇔

⇔ x = arccos
1√
10
± arccos

1√
10

+ 2πn ⇔

x1 = 2arccos
1√
10

+ 2πn,

x2 = 2πn, n ∈ Z.
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Имеем, однако, sinx2 = 0 вопреки неравенству первой системы (50). Поэтому решением
первой системы служит лишь серия x1.

Перейдём ко второй системе (50). Её уравнение ctg x = 0 имеет решения

x3 =
π

2
+ 2πn, x4 = −

π

2
+ 2πn, n ∈ Z.

Проверяем выполнение неравенства системы:

cosx3 + 3 sinx3 − 1 = 2 > 0;

cosx4 + 3 sinx4 − 1 = −4 < 0.

Годится, как видим, только серия x3. Итак, все решения исходного уравнения даются сериями
x1 и x3.

Ответ: 2 arccos 1√
10

+ 2πn, π
2
+ 2πn, n ∈ Z.

Задачи

1. (МГУ, централизованный экзамен, 2010 ) Найдите все решения уравнения√
tg 3x =

√
− tg x ,

удовлетворяющие неравенству 0 6 x < π.

0,
3π
4

2. (МГУ, «Математика вместо ЕГЭ», 2011 ) Решите уравнение:
√
6 sinx = 2 cos x.

π
6+2πn,n∈Z

3. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Решите уравнение
√
25 sinx+ 24 + 2

√
3 cosx = 0.

π+arcsin
3
4+2πn,n∈Z

4. (МФТИ, 1996 ) Решите уравнение
√
4 + 3 cosx− cos 2x =

√
6 sinx.

π+2πn,arccos
1
4+2πn,n∈Z

5. (МГУ, ф-т психологии, 2005 ) Решите уравнение√
2 cos2 x−

√
3 +
√
2 sinx = 0.

−
π
12+2πn,−

11π
12+2πn,n∈Z
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6. (МГУ, ВМК, 2005 ) Решите уравнение√
tg x+ 3 = 5 cos x.

arctg2+2πn,n∈Z

7. (МГУ, ВМК, 2005 ) Решите уравнение√
ctg x+ 1 = −

√
15 sinx.

π+arcctg2+2πn,n∈Z

8. («Физтех», 2008 ) Решите уравнение√
11−

√
10 ctg x+

√
11 sinx = 0.

−
π
2+2πn,π+arctg

√
10+2πn,π+arctg

1√
10

+2πn,n∈Z

9. (МФТИ, 1993 ) Решите уравнение√
3

2
+ cos2 x = sinx− cosx.

3π
4+2πn,π−arctg3+2πn,n∈Z

10. (МФТИ, 1993 ) Решите уравнение√
13

3
+ cos 2x+ ctg x = 0.

−arctg
1√
5
+πn,n∈Z

11. (МФТИ, 1994 ) Решите уравнение
√
17 + 7 sin 2x = 3 sin x+ 5 cosx.

−
π
8+2πn,

3π
8+2πn,n∈Z

12. («Физтех», 2013 ) Решите уравнение

√
3 + 4 cos2 x =

sinx√
3

+ 3 cosx.

π
3+2πn,−arctg

√
3

4+2πn,n∈Z

13. («Физтех», 2013 ) Решите уравнение

2
√
7 sin

(x
2
− π

2

)
=

√
27 + sin

(
3x+

π

2

)
.

2π+4πn,n∈Z
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14. (МФТИ, 1991 ) Решите уравнение√
5 tg x+ 10 =

5

2
sinx+

1

cosx
.

−arccos
1√
5
+πn,arccos

1√
5
+2πn,n∈Z

15. (МФТИ, 1991 ) Решите уравнение√
7− 4

√
2 sinx = 2 cos x−

√
2 tg x.

−
π
3+πn,n∈Z

16. (МГУ, ФНМ, 2004 ) Решите уравнение
√
cosx− 2 cos 2x+

√
2 cos 2x = 0.

π
2+πn,±arccos(1−

√
5

4)+2πn,±
2π
3+2πn,n∈Z

17. («Физтех», 2011 ) Решите уравнение√
8 tg x+ 22 ctg x = −

√
15 (sinx+ cosx).

5π
4+2πn,π+arctg2+2πn,n∈Z

18. (МГУ, ВМК, 1993 ) На отрезке 0 6 x 6 π найдите все значения x, удовлетворяющие
уравнению

√
3 cosx− sinx =

√
1 + 2 cos2 x−

√
3 sin 2x .

[0;π3]

19. (МГУ, ф-т почвоведения, 1996 ) Найдите все решения уравнения
√
x+ sinx =

√
x− sin 2x ,

удовлетворяющие неравенству −2π < x < 2π.

0,π,
2π
3,

4π
3

20. (МГУ, геологич. ф-т, 2005 ) Найдите наименьший корень уравнения
√
cos 2x+ x− 11 =

√
x− 15− 5 cosx .

5π

21. (МГУ, химический ф-т, 1994 ) Решите уравнение
√
sin 2x =

√
cosx− sinx− 1 .

2πn,−
π
2+2πn,n∈Z
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22. (МГУ, ф-т почвоведения, 2002 ) Найдите все значения x, принадлежащие интервалу (−π; π)
и являющиеся решениями уравнения

1√
−2 sinx

=
√
−2 cosx .

−
11π
12,−

7π
12

23. (МГУ, мехмат, 1997 ) Решите уравнение
√
12 sinx+ 13 = 3 sin x+ 2.

π
2+2πn,n∈Z

24. (МГУ, мехмат, 1995 ) Решите уравнение

√
sin 3x · tg

(
2x− π

6

)
= 0.

πn,
2π
3+πn,

π
12+2πn,

19π
12+2πn,n∈Z

25. (МГУ, мехмат, 1997 ) Решите уравнение(
2 cos2 x− cosx− 1

)√
ctg x = 0.

π
2+πn,−

2π
2+2πn,n∈Z

26. (МГУ, ВМК, 1998 ) Решите уравнение

tg x ·
√
sinx− 2 cosx− 1 = 0.

π+2πn,π+arccos
1√
5−arcsin

1√
5
+2πn,n∈Z

27. (МГУ, географич. ф-т, 2000 ) Решите уравнение

√
4− 2 cos2 x+ sinx+ cos 2x−

√
sinx+ 1

sinx+ 2
− 1 = 0.

(−1)narcsin
√
5−3
2+πn,n∈Z

28. (МГУ, ВМК, 2003 ) Решите уравнение

√
sin 3x cosx = sin

(
x+

π

4

)
.

π
8+2πn,

5π
8+2πn,n∈Z
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29. (МГУ, ВМК, 1999 ) Решите уравнение√
1 + sin

(
2x− π

3

)
8

= − sinx cosx.

23π
36+πn,

35π
36+πn,n∈Z

30. (МГУ, филологич. ф-т, 2002 ) Решите уравнение√
1 + tg2 x+

√
2 sin

(π
4
− 2x

)
+
√
3 (cosx− sinx) =

1

ctg x
.

π
4+πn,−

5π
6+2πn,n∈Z

31. (МГУ, ВМК, 2005 ) Решите уравнение

12 cos 2x+ 8| sinx|
√
3 + | sinx| − 3 cos 2x = 11.

±arcsin
√
3+1
4+πn,n∈Z

32. (МГУ, мехмат, 2003 ) Решите уравнение

cos
x

2
·
√

5 cos(2x− π) + 8 sin
(
x+

π

2

)
− 5 + sin

x

2
·
√
2 cosx = 0.

π
2+πn,−arccos√3

5+2πn,n∈Z

33. (МГУ, мехмат, 1999 ) Решите уравнение

8

√
1 + cos 4x

1− cos 4x
+ 3

√
tg

(
9π

2
− 2x

)
= 0.

π
4+

πn
2,−

π
8+

πn
2,n∈Z

34. (МГУ, мехмат, 1998 ) Решите уравнение

2 sin
(
x+

π

4

)
+

√
sin 2x+

(√
3 + 1

)
cos
(
x+

π

4

)
+

√
3

2
+ 3 = 0.

±
11π
12+2πn,n∈Z

35. (МФТИ, 2006 ) Решите уравнение

sin 3x

√
ctg
(π
4
+ x
)
= cos

(
2x+

π

4

)
− cos

(
4x− π

4

)
.

πn,
π
4+πn,±

π
6+π(2n+1),n∈Z
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36. (МФТИ, 2004 ) Решить уравнение

cosx
√
1 + sin x− 2 cosx = cosx− sinx.

(−1)narcsin
√
5−1
2+πn,n∈Z
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7 Системы тригонометрических уравнений
Настоящий раздел посвящён методам решения тригонометрических систем двух уравнений с
двумя неизвестными. Изложение начинается с самых простых вещей.

7.1 Линейная связь между переменными

В элементарном случае одно из уравнений системы является линейным относительно обеих
переменных. Тогда одна из переменных линейно выражается через другую и подставляется во
второе уравнение системы.

Задача. Решить систему: {
x+ y = π,

sinx+ sin y = 1.

Решение. Из первого уравнения выражаем y через x:

y = π − x,

и подставляем во второе уравнение:

sinx+ sin(π − x) = 1 ⇔ 2 sinx = 1 ⇔ sinx =
1

2
.

Решения полученного уравнения запишем в виде двух серий:

x1 =
π

6
+ 2πn, x2 =

5π

6
+ 2πn (n ∈ Z).

Остаётся найти соответствующие значения y:

y1 = π − x1 =
5π

6
− 2πn, y2 = π − x2 =

π

6
− 2πn.

Как всегда в случае системы уравнений, ответ даётся в виде перечисления пар (x; y).

Ответ:
(
π

6
+ 2πn;

5π

6
− 2πn

)
,
(
5π

6
+ 2πn;

π

6
− 2πn

)
, n ∈ Z.

Обратите внимание, что x и y связаны друг с другом посредством целочисленного парамет-
ра n. А именно, если в выражении для x стоит +2πn, то в выражении для y автоматически
появляется −2πn, причём с тем же самым n. Это — следствие «жёсткой» зависимости между
x и y, задаваемой уравнением x+ y = π.

Задача. Решить систему: 
cos2 x+ cos2 y =

1

2
,

x− y =
2π

3
.

Решение. Здесь имеет смысл сначала преобразовать первое уравнение системы:

1 + cos 2x

2
+

1 + cos 2y

2
=

1

2
⇔ cos 2x+ cos 2y = −1 ⇔ 2 cos(x+ y) cos(x− y) = −1.

Таким образом, наша система равносильна следующей системе:2 cos(x+ y) cos(x− y) = −1,

x− y =
2π

3
.
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Подставляем x− y =
2π

3
в первое уравнение:

2 cos(x+ y) cos
2π

3
= −1 ⇔ cos(x+ y) = 1 ⇔ x+ y = 2πn (n ∈ Z).

В результате приходим к системе: x+ y = 2πn,

x− y =
2π

3
.

Беря полусумму полученных уравнений, находим x; беря полуразность, находим y:

x =
π

3
+ πn, y = −π

3
+ πn (n ∈ Z).

Ответ:
(π
3
+ πn;−π

3
+ πn

)
, n ∈ Z.

7.2 Преобразование к алгебраической системе

В ряде случаев тригонометрическую систему удаётся свести к системе алгебраических уравне-
ний подходящей заменой переменных.

Задача. (МГУ, географич. ф-т, 2005 ) Решите систему уравнений{
32 cos2 x− cos2 y = 8,

8 cosx+ sin y = 3.

Решение. Заменяя в первом уравнении cos2 y на 1− sin2 y, получим{
32 cos2 x+ sin2 y = 9,

8 cosx+ sin y = 3.

Теперь замена u = cosx, v = sin y приводит к системе алгебраических уравнений{
32u2 + v2 = 9,

8u+ v = 3,

которая легко решается: u1 = 0, v1 = 3 или u2 = 1
2
, v2 = −1. Первую пару отбрасываем, так как

v1 > 1; вторая пара даёт  cosx =
1

2
,

sin y = −1,

откуда x = ±π
3
+ 2πk и y = −π

2
+ 2πn, k, n ∈ Z.

Ответ:
(
±π
3
+ 2πk;−π

2
+ 2πn

)
, k, n ∈ Z.

Теперь в записи ответа фигурируют два целочисленных параметра k и n. Отличие от преды-
дущих задач состоит в том, что в данной системе отсутствует «жёсткая» связь между x и y
(например, в виде линейного уравнения), поэтому x и y в гораздо большей степени независимы
друг от друга.
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В данном случае было бы ошибкой использовать лишь один целочисленный параметр n,
записав ответ в виде

(
±π

3
+ 2πn;−π

2
+ 2πn

)
. Это привело бы к потере бесконечного множества

решений системы. Например, потерялось бы решение
(
7π
3
;−π

2

)
, возникающее при k = 1 и n = 0.

Задача. Решить систему: {
sinx+ 2 sin y = 1,

cos 2x+ 2 cos 2y = 2.

Решение. Преобразуем сначала второе уравнение:

1− 2 sin2 x+ 2(1− 2 sin2 y) = 2 ⇔ 2 sin2 x+ 4 sin2 y = 1.

Теперь делаем замену: u = sinx, v = sin y. Получим систему:{
u+ 2v = 1,

2u2 + 4v2 = 1.

Решениями этой системы служат две пары: u1 = 0, v1 = 1
2
и u2 = 2

3
, v2 = 1

6
. Остаётся сделать

обратную замену:  sinx = 0,

sin y =
1

2

или


sinx =

2

3
,

sin y =
1

6
,

и записать ответ.

Ответ:
(
πk; (−1)nπ

6
+ πn

)
,
(
(−1)k arcsin 2

3
+ πk; (−1)n arcsin 1

6
+ πn

)
, k, n ∈ Z.

Задача. Решить систему:  cosx+ cos y = 1,

sinx sin y =
3

4
.

Решение. Здесь для получения алгебраической системы нужно поработать ещё больше. Пер-
вое уравнение нашей системы запишем в виде:

2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

= 1.

Во втором уравнении имеем:

3

2
= 2 sin x sin y = cos(x− y)− cos(x+ y) =

= 2 cos2
x− y
2
− 1−

(
2 cos2

x+ y

2
− 1

)
= 2 cos2

x− y
2
− 2 cos2

x+ y

2
.

Таким образом, исходная система равносильна системе:
cos

x+ y

2
cos

x− y
2

=
1

2
,

cos2
x− y
2
− cos2

x+ y

2
=

3

4
.

Делаем замену
u = cos

x− y
2

, v = cos
x+ y

2
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и получаем алгебраическую систему: 
uv =

1

2
,

u2 − v2 = 3

4
.

Решениями этой системы служат две пары: u1 = 1, v1 = 1
2
и u2 = −1, v2 = −1

2
.

Первая пара даёт систему:
cos

x− y
2

= 1,

cos
x+ y

2
=

1

2

⇔


x− y
2

= 2πk,

x+ y

2
= ±π

3
+ 2πn (k, n ∈ Z).

Отсюда
x = ±π

3
+ 2π(n+ k), y = ±π

3
+ 2π(n− k).

Вторая пара даёт систему:
cos

x− y
2

= −1,

cos
x+ y

2
= −1

2

⇔


x− y
2

= π + 2πk,

x+ y

2
= ±2π

3
+ 2πn (k, n ∈ Z).

Отсюда
x = π ± π

3
+ 2π(n+ k), y = −π ± π

3
+ 2π(n− k).

Ответ:
(
±π
3
+ 2π(n+ k);±π

3
+ 2π(n− k)

)
,
(
π ± π

3
+ 2π(n+ k);−π ± π

3
+ 2π(n− k)

)
, k, n ∈ Z.

7.3 Специальные приёмы

Иногда помогает сложения или вычитание уравнений.

Задача. (МФТИ, 1997 ) Решить систему:{
3 sinx cos y − 7 cosx sin y = 6,

7 sinx cos y + 5 cosx sin y = −2.

Решение. Начинаем, как и выше: замена u = sinx cos y, v = cosx sin y приводит к алгебраиче-
ской системе {

3u− 7v = 6,

7u+ 5v = −2,

откуда u = 1
4
и v = −3

4
. Имеем: 

sinx cos y =
1

4
,

cosx sin y = −3

4
.
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Складываем и вычитаем полученные уравнения: sinx cos y + cosx sin y = −1

2
,

sinx cos y − cosx sin y = 1,
⇔

 sin(x+ y) = −1

2
,

sin(x− y) = 1,
⇔

⇔

x+ y = (−1)k+1π

6
+ πk,

x− y =
π

2
+ 2πn,

⇔


x =

π

4
+ (−1)k+1 π

12
+
πk

2
+ πn,

y = −π
4
+ (−1)k+1 π

12
+
πk

2
− πn (k, n ∈ Z).

Ответ:
(
π

4
+ (−1)k+1 π

12
+
πk

2
+ πn;−π

4
+ (−1)k+1 π

12
+
πk

2
− πn

)
, k, n ∈ Z.

Иногда можно прийти к решению, умножая уравнения друг на друга.

Задача. Решить систему: {
tg x =

√
2 sin y,

ctg x =
√
2 cos y.

Решение. Напомним, что умножить уравнения системы друг на друга — это значит записать
уравнение вида «произведение левых частей равно произведению правых частей». Полученное
уравнение будет следствием исходной системы (то есть все решения исходной системы удовле-
творяют и полученному уравнению).

В данном случае умножение уравнений системы приводит к уравнению:

1 = 2 sin y cos y = sin 2y,

откуда y = π
4
+ πn (n ∈ Z). Подставлять y в таком виде в систему неудобно — лучше разбить

на две серии:

y1 =
π

4
+ 2πn, y2 = −

3π

4
+ 2πn.

Подставляем y1 в первое уравнение системы:

tg x =
√
2 sin y1 = 1 ⇔ x1 =

π

4
+ πk (k ∈ Z).

Легко видеть, что подстановка y1 во второе уравнение системы приведёт к тому же самому
результату.

Теперь подставляем y2:

tg x =
√
2 sin y2 = −1 ⇔ x2 = −

π

4
+ πk (k ∈ Z).

Ответ:
(π
4
+ πk;

π

4
+ 2πn

)
,
(
−π
4
+ πk;−3π

4
+ 2πn

)
, k, n ∈ Z.

В некоторых случаях на помощь приходит основное тригонометрическое тождество.

Задача. Решить систему: {√
2 sinx = 1− sin y,
√
2 cosx = cos y.

Решение. Возведём обе части каждого уравнения в квадрат:{
2 sin2 x = (1− sin y)2,

2 cos2 x = cos2 y.
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Сложим полученные уравнения:

2 = (1− sin y)2 + cos2 y = 1− 2 sin y + sin2 y + cos2 y = 2− 2 sin y,

откуда sin y = 0 и y = πn (n ∈ Z). Это — следствие исходной системы; то есть, для всякой пары
(x; y), являющейся решением системы, второе число этой пары будет иметь вид πn с некоторым
целым n.

Разбиваем y на две серии:
y1 = 2πn, y2 = π + 2πn.

Подставляем y1 в исходную систему:

{√
2 sinx = 1− sin y1 = 1,
√
2 cosx = cos y1 = 1

⇔


sinx =

1√
2
,

cosx =
1√
2
.

Решением данной системы служит серия

x1 =
π

4
+ 2πk (k ∈ Z).

(Обратите внимание, что теперь недостаточно было бы подставить y1 в какое-то одно из
уравнений системы. Подстановка y1 в первое и второе уравнение системы приводит к системе
двух разных уравнений относительно x.)

Аналогично, подставляем y2 в исходную систему:

{√
2 sinx = 1− sin y2 = 1,
√
2 cosx = cos y2 = −1

⇔


sinx =

1√
2
,

cosx = − 1√
2
.

Отсюда
x2 =

3π

4
+ 2πk (k ∈ Z).

Ответ:
(π
4
+ 2πk; 2πn

)
,
(
3π

4
+ 2πk; π + 2πn

)
, k, n ∈ Z.

Задача. («Физтех», 2015 ) Даны два числа x < y. Оказалось, что

sin πx+ sin πy =
4
√
2

5
, cosπx+ cos πy =

3
√
2

5
.

Какое наименьшее значение может принимать величина y − x?
Решение. Сделав замену α = πx, β = πy (так что α < β), получим систему

sinα + sin β =
4
√
2

5
,

cosα + cos β =
3
√
2

5
.

(51)

Снова возводим обе части уравнений в квадрат и складываем:

sin2 α + 2 sinα sin β + sin2 β + cos2 α + 2 cosα cos β + cos2 β = 2 ⇔
cosα cos β + sinα sin β = 0 ⇔ cos(β − α) = 0,
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откуда
β − α =

π

2
+ 2πn (n = 0, 1, 2, . . .).

Следовательно,
β − α >

π

2
.

Покажем, что равенство здесь может быть достигнуто. Положим α = arcsin
√
2

10
и β = α+ π

2
.

Тогда sinα =
√
2

10
, cosα = 7

√
2

10
, sin β = 7

√
2

10
, cos β = −

√
2

10
, и непосредственной проверкой легко

убедиться, что оба равенства системы (51) выполнены.
(Как мы нашли этот пример? Просто подставили β = α + π

2
в систему и решили её!)

Итак, наименьшее значение разности β−α равно π
2
. Значит, наименьшее значение величины

y − x равно 1
2
.

Ответ: 1
2
.

Иногда в ходе преобразований удаётся получить простое соотношение между неизвестными
и выразить из этого соотношения одно неизвестное через другое.

Задача. Решить систему: {
5 cosx− cos y = 3,

2 sinx sin(y − x) + cos y = 1.

Решение. Во втором уравнении системы преобразуем удвоенное произведение синусов в раз-
ность косинусов:

cos(2x− y)− cos y + cos y = 1 ⇔ cos(2x− y) = 1 ⇔ 2x− y = 2πn (n ∈ Z).

Выражаем отсюда y через x:
y = 2x+ 2πn,

и подставляем в первое уравнение системы:

5 cosx− cos 2x = 3 ⇔ 5 cosx− (2 cos2 x− 1) = 3 ⇔ 2 cos2 x− 5 cosx+ 2 = 0.

Дальнейшее тривиально. Получаем: cosx =
1

2
, откуда x = ±π

3
+ 2πk (k ∈ Z).

Остаётся найти y из полученного выше соотношения:

y = ±2π

3
+ 4πk + 2πn.

Ответ:
(
±π
3
+ 2πk;±2π

3
+ 4πk + 2πn

)
, k, n ∈ Z.

Разумеется, рассмотренные задачи не охватывают всего многоообразия систем тригономет-
рических уравнений. В любой сколько-нибудь непростой ситуации требуется проявлять изоб-
ретательность, которая вырабатывается только практикой решения разнообразных задач.

Задачи

1. (МГУ, ВМК, 2005 ) Найдите все решения системы уравнений{
sin 2(x+ y) = 1,

xy = 9.

(xn,π4+πn−xn),гдеxn=
π
8+

πn
2±

1
2√(π4+πn)2−36,n∈Z,n6=−2,−1,0,1
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2. (МГУ, экз. для иностр. гр-н, 2012 ) Решите систему уравнений:
4 + cos 2x = 7 sin y,

y2 − x2 = πy − π2

4
.

(−π3+2πn;
π
6+2πn),(π3+2πn;

5π
6+2πn),(π3+2πn;

π
6−2πn),(−π3+2πn;

5π
6−2πn),n∈Z

3. (МГУ, географич. ф-т, 2005 ) Решите систему уравнений{
12 sin2 x− sin2 y = 3,

6 sinx+ cos y = −2.

((−1)n+1π
6+πn,2πk),k,n∈Z

4. (МФТИ, 1997 ) Решите систему уравнений{
9 cosx cos y − 5 sinx sin y = −6,
7 cosx cos y − 3 sinx sin y = −4.

(±π6+
π
2+πn+πk,±

π
6+

π
2−πn+πk);k,n∈Z

5. («Физтех», 2015 ) Даны два числа x < y. Оказалось, что

sin πx+ cos πy =
3
√
2

5
, cosπx− sin πy =

4
√
2

5
.

Какое наименьшее значение может принимать величина y − x?

1

6. (МФТИ, 1992 ) Решите систему уравнений{
10 cos 2x− 2 = 7 cosx cos 2y,

sinx =
√
cosx sin y.

(arccos2
3+2πn,(−1)karcsin√5

6+πk);(−arccos
2
3+2πn,(−1)k+1arcsin√5

6+πk),k,n∈Z

7. (МФТИ, 1992 ) Решите систему уравнений
√

2 tg x− 4 ctg x = 3 tg y,
√
2 sin 2x =

4

3
sinx cos y.

(arctg4+2πn,arccos
3
4+2πk);(π+arctg4+2πn,π+arccos

3
4+2πk),k,n∈Z
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8. (МФТИ, 1996 ) Решите систему уравнений| sin 3x| = −
√
2 sin y,

cos 2y + 2 cos 2x sin2 2x =
3

4
.

(±π6+πn,(−1)k+1π
4+πk);k,n∈Z

9. (МФТИ, 1996 ) Решите систему уравнений
∣∣∣sin(3x+ π

4

)∣∣∣ = sin y − cos y,

sin 2y + 2 sin 2x =
3

4
+ 2 sin3 2x.

((−1)nπ
12+

πn
2,

π
4+(−1)kπ

4+πk);k,n∈Z

10. (МФТИ, 1990 ) Решить систему уравнений
cos 2x− 2 tg4 y = −4,

sinx+
1

cos2 y
= 3.

((−1)kπ6+πk,±arctg√3
2+πn);k,n∈Z
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8 Минимаксные задачи
В настоящем разделе рассматриваются уравнения, для решения которых используются оценки
правой и левой частей. Чтобы стало понятно, о каких задачах идёт речь, начнём с совсем
простого примера.

Задача. (МГУ, ф-т почвоведения, 2001 ) Решить уравнение

x2 − cos
(
2x2
)
+ 1 = 0.

Решение. «Смешанный» вид этого уравнения говорит о том, что здесь требуются нестандарт-
ные действия. Запишем уравнение следующим образом:

x2 + 1 = cos
(
2x2
)
. (52)

Левая часть (52) удовлетворяет неравенству x2 + 1 > 1. В то же время для правой части (52)
справедливо противоположное неравенство cos (2x2) 6 1. Следовательно, равенство в (52) воз-
можно в том и только в том случае, когда оба указанных неравенства одновременно обращаются
в равенства; иными словами, уравнение (52) равносильно системе{

x2 + 1 = 1,

cos
(
2x2
)
= 1.

Эта система имеет единственное решение x = 0.

Ответ: x = 0.

В общем виде наши рассуждения выглядят следующим образом. Пусть имеется уравнение

f(x) = g(x). (53)

Функции f и g могут быть устроены так, что это уравнение не решается обычными мето-
дами. Предположим, однако, что нам удалось найти такое число M , что для всех допустимых
значений x выполнены неравенства f(x) > M и g(x) 6 M . Тогда равенство (53) достигается
в том единственном случае, когда одновременно f(x) = M и g(x) = M ; иными словами, наше
«нерешаемое» уравнение (53) оказывается равносильно системе{

f(x) =M,

g(x) =M.
(54)

А эту систему уже получается решить стандартными приёмами.
Решение системы (54) — это такое значение x, при котором функция f(x) достигает своего

минимума и в то же время функция g(x) достигает своего максимума. Поэтому рассматривае-
мые задачи называются минимаксными2.

Задача. («Физтех», 2016 ) Решите уравнение

(cosx− 3 cos 4x)2 = 16 + sin2 3x.

Решение. Из очевидного неравенства −4 6 cosx − 3 cos 4x 6 4 имеем оценку левой части
уравнения: (cosx − 3 cos 4x)2 6 16. В то же время правая часть не меньше 16. Следовательно,
равенство возможно лишь в том случае, когда обе части одновременно равны 16.

2Другие названия данного метода — метод оценок, метод экстремальных оценок, метод мажорант
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Левая часть равна 16, когда одновременно cosx = 1 и cos 4x = −1 или когда одновременно
cosx = −1 и cos 4x = 1. Первый случай невозможен, а во втором имеем x = π + 2πn (n ∈ Z).
При таких x, как нетрудно убедиться, правая часть уравнения равна 16.

Ответ: x = π + 2πn, n ∈ Z.

Задача. Решите уравнение

cosx+ cos y − cos(x+ y) =
3

2
.

Решение. Сумму косинусов превращаем в произведение, а для косинуса суммы пишем фор-
мулу половинного угла:

2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2
−
(
2 cos2

x+ y

2
− 1

)
=

3

2
,

откуда
4 cos2

x+ y

2
− 4 cos

x− y
2

cos
x+ y

2
+ 1 = 0. (55)

Обозначим
t = cos

x+ y

2
, u = cos

x− y
2

.

В этих обозначениях уравнение (55) примет вид:

4t2 − 4ut+ 1 = 0. (56)

Уравнение (56) является квадратным относительно t, причём |u| 6 1. Дискриминант:

D/4 = 4(u2 − 1) 6 0,

поэтому уравнение (56) может иметь корни лишь при нулевом дискриминанте, то есть при
u = ±1. Если u = 1, то t = 1

2
, а если u = −1, то t = −1

2
. Таким образом, уравнение (55)

равносильно совокупности двух систем:
cos

x− y
2

= 1,

cos
x+ y

2
=

1

2

или


cos

x− y
2

= −1,

cos
x+ y

2
= −1

2
.

Имеем (как обычно, k, l ∈ Z):
x− y
2

= 2πk,

x+ y

2
= ±π

3
+ 2πl

или


x− y
2

= π + 2πk,

x+ y

2
= ±2π

3
+ 2πl .

Складываем и вычитаем равенства каждой системы и вводим новые целочисленные величины
m = k + l, n = l − k. Этот последний технический шаг оставляется читателю.

Ответ:
(π
3
+ 2πm;

π

3
+ 2πn

)
,
(
−π
3
+ 2πm;−π

3
+ 2πn

)
, m,n ∈ Z.

В минимаксных задачах иногда используется неравенство между средним арифметическим
и средним геометрическим, справедливое для любых чисел a, b > 0:

a+ b > 2
√
ab (57)

(равенство достигается в единственном случае a = b). В частности, если a > 0, то

a+
1

a
> 2 (58)
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(равенство достигается в единственном случае a = 1).

Задача. Решить уравнение:

tg2 (π(x+ y)) + ctg2 (π(x+ y)) =

√
2x

x2 + 1
+ 1.

Решение. В левой части стоит сумма двух взаимно обратных положительных слагаемых,
которая в силу неравенства (58) не меньше 2:

tg2 (π(x+ y)) + ctg2 (π(x+ y)) > 2.

В то же время для правой части имеем оценку сверху:√
2x

x2 + 1
+ 1 = 1 +

√
1− (x− 1)2

x2 + 1
6 2

(поскольку под корнем стоит величина, не превосходящая 1). Следовательно, наше уравнение
будет иметь решения лишь в том случае, когда обе части уравнения равны 2 одновременно.

Правая часть равна 2 только при x = 1 (это легко видеть из полученной выше оценки для
правой части). Левая часть равна 2, только если каждое слагаемое равно 1:

tg2 (π(1 + y)) = 1 ⇔ π(1 + y) =
π

4
+
πn

2
⇔ y =

2n− 3

4
(n ∈ Z).

Ответ: x = 1, y = 2n−3
4

, n ∈ Z.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Решите систему уравнений{
2 cosx+ cos2 y − cos2 x sin2 y = 1,

4 cosx− 2 cos2 x− sin3 y = 3.
(59)

Решение. В силу очевидного тождества 4t− 2t2 = 2− 2(1− t)2 имеем во втором уравнении:

2− 2(1− cosx)2 − sin3 y = 3 ⇔ 2(1− cosx)2 = −1− sin3 y.

Левая часть полученного уравнения неотрицательна, а правая — неположительна; значит,
второе уравнение (59) равносильно системе{

1− cosx = 0,

− 1− sin3 y = 0,

откуда x = 2πn, y = −π
2
+ 2πk (n, k ∈ Z). Непосредственной проверкой убеждаемся, что эти

значения x и y удовлетворяют первому уравнению системы (59).

Ответ:
(
2πn,−π

2
+ 2πk

)
, n, k ∈ Z

Задача. (МГУ, ВМК, 1986 ) Решить уравнение:

sin 3x− 2 sin 18x sinx = 3
√
2− cos 3x+ 2 cosx.

Решение. Перепишем уравнение так:

sin 3x+ cos 3x+ 2(a sinx− cosx) = 3
√
2 , (60)
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где введено обозначение a = − sin 18x. Во-первых, имеем:

sin 3x+ cos 3x =
√
2 sin

(
3x+

π

4

)
6
√
2 . (61)

Во-вторых, преобразуем выражение в скобках:

a sinx− cosx =
√
a2 + 1

(
a√
a2 + 1

sinx− 1√
a2 + 1

cosx

)
.

Поскольку выполнено равенство(
a√
a2 + 1

)2

+

(
1√

a2 + 1

)2

= 1,

существует угол ϕ такой, что

a√
a2 + 1

= cosϕ,
1√

a2 + 1
= sinϕ.

Таким образом,

a sinx− cosx =
√
a2 + 1(sinx cosϕ− cosx sinϕ) =

√
a2 + 1 sin(x− ϕ).

Из этого тождества и с учётом неравенства

a2 = sin2 18x 6 1 (62)

имеем:
a sinx− cosx 6

√
a2 + 1 6

√
2 . (63)

Теперь сложим неравенство (61) с удвоенным неравенством (63):

sin 3x+ cos 3x+ 2(a sinx− cosx) 6 3
√
2 .

Сопоставляя это с нашим уравнением (60), мы приходим к выводу, что в каждом из нера-
венств (61), (62) и (63) должны одновременно достигаться равенства. Следовательно, исходное
уравнение равносильно совокупности двух систем (для случаев a = 1 и a = −1):

sin 3x+ cos 3x =
√
2 ,

− sin 18x = 1,

sinx− cosx =
√
2

или


sin 3x+ cos 3x =

√
2 ,

− sin 18x = −1,
− sinx− cosx =

√
2.

После очевидных преобразований:
sin
(
3x+

π

4

)
= 1,

sin 18x = −1,

sin
(
x− π

4

)
= 1

или


sin
(
3x+

π

4

)
= 1,

sin 18x = 1,

sin
(
x+

π

4

)
= −1.

В первой системе решениями третьего уравнения являются значения x = 3π
4
+2πn, которые

удовлетворяют первому и второму уравнениям. Эти значения — решения исходного уравнения.
Во второй системе решениями третьего уравнения являются значения x = 5π

4
+2πn, которые

не удовлетворяют второму уравнению и потому не являются решениями исходного уравнения.

Ответ: x = 3π
4
+ 2πn, n ∈ Z.
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Задачи

1. («Покори Воробьёвы горы!», 2011 ) Решите неравенство

sinx · sin 1755x · sin 2011x > 1.

π
2+2πn,n∈Z

2. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Решите уравнение

sin2

(
2013x

2

)
· cos2(2014x) · sin2

(
2015x

2

)
= 1.

π+2πn,n∈Z

3. («Физтех», 2016 ) Решите уравнение

(cos 2x− 2 cos 4x)2 = 9 + cos2 5x.

π
2+πn,n∈Z

4. (ОММО, 2013 ) Решить систему:{
tg2 x+ ctg2 x = 2 sin2 y,

sin2 y + cos2 z = 1.

x=±
π
4+πk,y=

π
2+πm,z=

π
2+πn,k,m,n∈Z

5. («Покори Воробьёвы горы!», 2014 ) Определите минимальное значение величины |x+ y| при
условии, что числа x и y удовлетворяют соотношению

5 cos(x+ 4y)− 3 cos(x− 4y)− 4 sin(x− 4y) = 10.

π
8−

3
8arccos

3
5

6. («Физтех», 2014 ) Найдите все значения переменной x, при каждом из которых оба выра-
жения

f(x) = tg2
(
π sinx

4

)
+ ctg2

(
π sinx

4

)
и g(x) =

√
32 + 4x− x2 + 2x− 2

x− 1

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа
равны, то меньшим считается любое из них).

[−4;−π)∪(−π;0)∪(0;1)∪{π2,3π2,5π2,8}
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7. («Физтех», 2014 ) Найдите все значения переменной x, при каждом из которых оба выра-
жения

f(x) =
3

cos2 x
+ 2
√
3 tg x и g(x) =

2x+ 1√
21 + 4x− x2

+

√
21 + 4x− x2
2x+ 1

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа
равны, то меньшим считается любое из них).

(−3;−π2)∪(−π2;−1
2)∪{5π

6,
11π
6,2}

8. («Ломоносов», 2015 ) Найдите все значения y ∈ [2014; 2015], при каждом из которых уравне-
ние (

cosx sinx+ cos3 x sinx+
cos5 x

sinx

)2

− cos 2x

sinx
+ sin(9πy) = 0

имеет решение. В ответ внесите сумму всех таких y, при необходимости округлив её до двух
знаков после запятой.

8058

9. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Решите систему tg2 π(x− y) + ctg2 π(x− y) =
√

2x

x2 + 1
+ 1,

x2 + y2 6 10.

(1,2n+5
4),n=−8,−7,...,3

10. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Решите систему уравнений{
2 sinx+ sin2 y − sin2 x cos2 y = 1,

2 cos2 x+ 4 sinx− cos3 y = 5.

(π2+2πn,π+2πk),n,k∈Z

11. («Ломоносов», 2008 ) Решить уравнение

√
2 + cos x =

∣∣∣∣cos 4x3
∣∣∣∣ sinx.

3π
4+6πn,n∈Z

12. («Ломоносов», 2007 ) Найдите все значения x ∈ (−π; 0], удовлетворяющие уравнению

| tg x tg 2x tg 3x|+ | tg x+ tg 2x|+ tg 3x = 0.

−
2π
3,−

π
3,−

π
6<x60

13. (МГУ, «Математика вместо ЕГЭ», 2012 ) Найдите все пары чисел (x; y), удовлетворяющие
уравнению

(cosx+ cos y)(sinx+ sin y) = 2.

(π4+2πk;
π
4+2πn),(5π4+2πk;

5π
4+2πn),k,n∈Z
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14. (МГУ, ВМК, 2010 ) Решите уравнение

tg2
(
5x+ sin2 y

)
+

∣∣∣∣5x+ cos 2y

3
+

3

5x+ cos 2y

∣∣∣∣ = 4 cos2
7π

4
.

(2+2π
15;±

1
2arccos

7−2π
3+πn),(−4+2π

15;±
1
2arccos

2π−5
3+πn),n∈Z

15. (МФТИ, 2005 ) Решить уравнение

(5 sinx+ 12 cosx)(100 + 48 cosx− 13 cos 2x) = 1757.

arcsin
5
13+2πn,n∈Z

16. (МГУ, ИСАА, 1993 ) Решить уравнение:

sin2 x+ 3x2 cosx+ 3x2 = 0.

x=0;π+2πn,n∈Z

17. (МГУ, геологич. ф-т, 1983 ) Решить систему:3 sin 3x+ cos y = −4,

x+ y =
3π

2
.

x=
π
2+2πn,y=π−2πn,n∈Z

18. («Физтех», 2010 ) Решить систему уравнений
√
2 sinx−

√
3 cos y =

5

2
,

sin y +
√
2 cosx = −3

2
.

(3π4+2πk,−
5π
6+2πn);k,n∈Z

19. (МГУ, ВМК, 1992 ) Решить уравнение:

√
1 + cos 6x sin

3x

2
= 2
√
2 cos

2π

3
.

x=−
π
3+

4πn
3,n∈Z

20. (МГУ, географич. ф-т, 1998 ) Решить уравнение:

sinx+
√
3 cosx = 2 + 3 cos2

(
2x+

π

6

)
.

x=
π
6+2πn,n∈Z
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21. (МГУ, ф-т психологии, 1993 ) Найти все корни уравнения

1√
2
sin2

(
x+

π

12

)
+ sin 3x = cos 3x−

√
2

на отрезке [−2π; 2π].

−
π
12,

23π
12

22. (МГУ, ф-т психологии, 1992 ) Решить неравенство:

3 sin 2πx >
√
2 sin 4πx+ 3 cos 2πx+

√
32 .

x=
3
8+n,n∈Z

23. (МГУ, химический ф-т, 1991 ) Решить уравнение:

cos4 x =
1

4
cos 2x+

1

2
cos2 x cos 8x.

x=
π
4+

πn
2,n∈Z

24. (МГУ, экономич. ф-т, 1982 ) Решить уравнение:

8 cosx cos y cos(x− y) + 1 = 0.

x=±
π
3+πn,y=∓

π
3+π(k−n),n,k∈Z

25. (МГУ, ф-т почвоведения, 1981 ) Решить уравнение:

3 + 2 cos(x− y)
2

=
sin2(x− y)

2
+
√
3 + 2x− x2 cos2 x− y

2
.

x=1,y=1+
π
2+πn,n∈Z

26. (МГУ, физический ф-т, 1984 ) Решить систему:
y4 − 4y3 − 16y2 − 8xy − 4x2 + 32y + 64 = 0,

sin 5πx+ sin
(
π(2y2 − x)

)
−
√
x(x− 6) + 13 cos

(
π

(
y2 + 2x+

1

2

))
= 0.

x=4−
y
2

2,y∈R;x=
n
4−3±√10+n

2,y=1∓√10+n
2,n=−10,−9,...

27. (МГУ, ВМК, 1983 ) Решить уравнение:

arcsin2 x+ arccos2 x− 5π2

4
=
√

2− |y| ·
(
5 sin2 x− 6 sinx cosx− 9 cos2 x+ 3

3
√
33
)
.

x=−1,y=±2
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28. (МГУ, ВМК, 1986 ) Решить уравнение:

2
√
3 sin 5x−

√
3 sinx = cos 24x cosx+ 2 cos 5x− 6.

x=
π
3+2πn,n∈Z

29. (МГУ, экономич. ф-т, 1990 ) Найти все корни уравнения√
1− ctg2(2πx) cos(πx) + sin(πx) =

√
2

на отрезке [−3; 1].

−
7
4,

1
4

30. (МГУ, географич. ф-т, 2001 ) Решить уравнение:

4 arcsin (2x − 7)− arccos (5x − 124) =
6π

x
.

x=3
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9 Тригонометрические неравенства
Базовые сведения изложены в параграфе «Как решать тригонометрические неравенства» кни-
ги [1], с которым читателю обязательно следует ознакомиться. Мы же переходим к более слож-
ным задачам.

Задача. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Найдите решения неравенства√
cosx+

1

2
> 2 cosx

на отрезке
[
−2; 16

15

]
.

Решение. Сделаем замену t = cosx: √
t+

1

2
> 2t (64)

и решим полученное неравенство относительно t.
При t < 0 неравенство (64) равносильно неравенству t+ 1

2
> 0. Отсюда имеем первую часть

решений: −1
2
6 t < 0.

При t > 0 неравенство (64) равносильно неравенству

t+
1

2
> 4t2 ⇔ 4t2 − t− 1

2
< 0 ⇔ −1

4
< t <

1

2
,

откуда получаем вторую часть решений: 0 6 t < 1
2
.

Объединяя обе части, находим множество решений неравенства (64): −1
2
6 t < 1

2
. Обратная

замена приводит к неравенству

−1

2
6 cosx <

1

2
,

множество M решений которого является объединением всевозможных промежутков

An =

[
−2π

3
+ 2πn;−π

3
+ 2πn

)
и Bn =

(
π

3
+ 2πn;

2π

3
+ 2πn

]
при всех целых n:

M =
⋃
n∈Z

An ∪Bn.

Нам остаётся найти пересечение множества M с отрезком I =
[
−2; 16

15

]
.

Легко понять, что при n 6= 0 отрезок I не пересекает ни один из промежутков An, Bn

(убедитесь в этом самостоятельно). Далее, поскольку −2π
3
< −2 < −π

3
, то I ∩ A0 =

[
−2;−π

3

)
.

Наконец, так как
16

15
− π

3
=

16− 5π

15
>

16− 5 · 3,2
15

= 0,

то I ∩B0 =
(
π
3
; 16
15

]
.

Ответ:
[
−2;−π

3

)
∪
(
π

3
;
16

15

]
.

Задача. (МГУ, ВМК, 2006 ) Найдите все решения неравенства

ctg x >
5 cos 2x+ 7

5 sin 2x− 4
,

удовлетворяющие условию π
12

6 x < π
2
.
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Решение. Заметим, что при x 6= πn (n ∈ Z) имеют место тождества:

cos 2x =
cos2 x− sin2 x

cos2 x+ sin2 x
=

ctg2 x− 1

ctg2 x+ 1
, sin 2x =

2 sinx cosx

cos2 x+ sin2 x
=

2 ctg x

ctg2 x+ 1
.

Делая в исходном неравенстве замену t = ctg x, приходим к рациональному неравенству
относительно t:

t >
5 · t2−1

t2+1
+ 7

5 · 2t
t2+1
− 4

,

что после несложных преобразований даёт равносильное неравенство

(2t+ 1)(t2 + 1)

(t− 2)(2t− 1)
> 0,

легко решаемое методом интервалов:

−1

2
< t <

1

2
, t > 2.

Таким образом, исходное неравенство равносильно совокупности− 1

2
< ctg x <

1

2
,

ctg x > 2.

Множество M решений данной совокупности:

M =
⋃
n∈Z

An ∪Bn,

где

An = (πn; arcctg 2 + πn) , Bn =

(
arcctg

1

2
+ πn; arcctg

(
−1

2

)
+ πn

)
.

Нам требуется найти пересечение множества M с промежутком I =
[
π
12
; π
2

)
. Очевидно, что

при n 6= 0 множества An и Bn не пересекаются с I, а

B0 ∩ I =

(
arcctg

1

2
;
π

2

)
. (65)

Кроме того,

ctg
π

12
=

cos π
12

sin π
12

=
2 cos2 π

12

2 sin π
12
cos π

12

=
1 + cos π

6

sin π
6

= 2 +
√
3 > 2,

поэтому π
12
< arcctg 2 и

A0 ∩ I =
[ π
12

; arcctg 2
)
. (66)

Остаётся объединить промежутки (65) и (66).

Ответ:
[ π
12

; arcctg 2
)
∪
(
arcctg

1

2
;
π

2

)
.
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Задачи

1. («Покори Воробьёвы горы!», 2015 ) Найдите решения неравенства√
sinx+

1

2
> 2 sinx

на отрезке
[
−1

2
; 8
3

]
.

[−1
2;

π
6)∪(5π6;

8
3]

2. («Ломоносов», 2016 ) Решите неравенство√
7 + 8 sin2 πx

18
> 4 cos2

πx

18
.

В ответ впишите сумму всех целых решений, принадлежащих отрезку [−18; 35].

297

3. (МГУ, мехмат, 2009 ) Найдите все значения аргумента x, при каждом из которых соответ-
ствующее значение функции

f(x) =
2 cos π(15+x)

6
+ 1

√
14 + 5x− x2

положительно.

(−2;1)∪(5;7)

4. (МГУ, физический ф-т, 2008 ) Найти множество решений неравенства

1

2

(
9x

π

)2

> cos 3x.

Ответ обосновать, используя свойства функций y =
1

2

(
9x

π

)2

и y = cos 3x.

(−∞;−
π
9)∪(π9;+∞)

5. (МГУ, ВМК, 2006 ) Найдите все решения неравенства

tg x >
9− 3 cos 2x

3 sin 2x− 2
,

удовлетворяющие условию π
8
6 x < π

2
.

(arctg3+
√

5
2;

π
2)

6. (МФТИ, 1998 ) Решить неравенство

4

√
7− cos 4x

2
> −2 sinx.

(−π4+2πn;
5π
4+2πn),n∈Z
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7. (МФТИ, 1998 ) Решить неравенство

4

√
5 + 3 cos 4x

8
> − cosx.

(−3π
4+2πn;

3π
4+2πn),n∈Z

8. (МГУ, ВМК, 2008 ) Решить неравенство
√
1− sin 2x+ | sinx| 6 cosx.

[2πn;π4+2πn],n∈Z

9. («Ломоносов», 2014 ) Найдите количество всех целочисленных решений неравенства√
3 cos

πx

2
− cos

πx

4
+ 1−

√
6 cos

πx

4
> 0,

принадлежащих отрезку [1991; 2013].

9

10. («Ломоносов», 2013 ) Фигура на координатной плоскости состоит из точек (x, y), удовле-
творяющих при любом t ∈ R двум неравенствам:

x2 + y2 < π2 + t2, cos y < 2 + cos 2x+ (4 sin t− 1) cosx− cos 2t.

Найдите площадь этой фигуры.

π3−2π2

11. («Покори Воробьёвы горы!», 2012 ) Найдите суммарную длину отрезков, составляющих ре-
шение неравенства

|2 sinx+ 3 cosx|+ | sinx− 3 cosx| 6 3 sinx

на отрезке [0; 4π].

2arctg
9
7

12. («Покори Воробьёвы горы!», 2010 ) Найдите минимальное натуральное число n, при котором
система неравенств

cosx > cos

(
x+

1

8

)
> cos

(
x+

2

8

)
> . . . > cos

(
x+

n

8

)
не имеет решений.

27
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13. («Ломоносов», 2006 ) Решите неравенство

4(1− tg x)2004 + (1 + tg x)2006 > 22006.

(−π2+πn;−
π
4+πn]∪[π4+πn;

π
2+πn),n∈Z

14. (Всеросс., 2014, финал, 11 ) Существует ли такое положительное число a, что при всех
действительных x верно неравенство

| cosx|+ | cos ax| > sinx+ sin ax ?

Нет

102


	Тригонометрические вычисления
	Формулы сложения
	Преобразование суммы синусов/косинусов в произведение
	Преобразование произведений синусов/косинусов в суммы

	Исследование тригонометрических функций
	Периодичность
	Множество значений

	Обратные тригонометрические функции
	Арксинус
	Арккосинус
	Связь арксинуса и арккосинуса
	Арктангенс
	Арккотангенс
	Связь арктангенса и арккотангенса

	Преобразования тригонометрических уравнений
	Тригонометрические уравнения с модулем
	Тригонометрические уравнения с радикалами
	Уравнения вида f(x)=g(x)
	Уравнения вида f(x)=g(x)
	Уравнения вида f(x)g(x)=0

	Системы тригонометрических уравнений
	Линейная связь между переменными
	Преобразование к алгебраической системе
	Специальные приёмы

	Минимаксные задачи
	Тригонометрические неравенства

